Prgve | FO929A - Matematikk
Dato: august 2012
Malform: Bokmal

Antall oppgaver: 5 (20 deloppgaver)
Antall sider: 3

Vedlegg: Formelsamling
Hjelpemiddel: Kalkulator

Alle svar skal grunngis. Alle deloppgaver teller like mye.

Lgsningsforslag

Oppgave 1
a) Deriver folgende funksjon

f(z)=2/x + 122" + 1.

Den deriverte er lik —2/2% + 12 - 112'% = —2/2? + 1322,
b) Deriver folgende funksjon

342
2+ 2

g(x) =
Funksjonen er bare deriverbar nar z° + 2 > 0. Funksjonen er da lik
Va3 + 2. Kjerneregelen gir at den deriverte er lik

1 9 3z?

g (x) = m -3z m
¢) Deriver folgende funksjon
h(z) = e***!cos(3z — 1) + 2°.
Produktregelen gir at den deriverte er lik

B (z) = e* (2 cos(3x — 1) — 3sin(3z — 1)).



d) Albert pumper luft i en sfeerisk ballong. Volumet til ballongen har vekst-
fart 20 cm?/s. Hvor raskt vokser diameteren til ballongen nar ballongen
har diameter 10 cm?

Volumet til en kule med radius r er V' = 47r®/3. (Dette er oppgitt i
formelsamlingen.) Diameteren, D, er de doble av radius sa V = 7D?/6
Ved kjerneregelen er derfor
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Dette gir at vekstfarten til diameteren er

D 2 AV 2
e S ~ 0, 13¢m/s.
G T DR di 5 Cm/s 0. 13em/s

nar diameteren er 10cm.

e) Finn alle punkt pa grafen til f(z) = 2* — 222 + 3z + 1 hvor tangentlinjen
har stigningstall 3. Finn tangentlinjene. Den deriverte til funksjonen er
f'(z) = 42® — 4z + 3. Den deriverte er lik 3 nér

4o® — dw = dx(2* — 1) = 0.
Lgsningene er x = 0, © = —1 og x = 1. Punktene blir da
(0,1),(=1,-3) og (1,3).

Tangentlinjene er y = 3z + 1 og y = 3z. (De to siste punktene har
samme tangentlinje.)

Oppgave 2
a) Finn det bestemte integralet
3
/ 1+ 222 + 3sin(w) du.
-3

Funksjone 3sin(z) er en odde funksjon sé integralet over den symmet-
riske regionen [—3, 3] er 0. En antiderivert til 1+ 222 er z + 223/3. Fra
fundamentalteoremet i kalkulus er det bestemte integralet lik

x4+ 223317, =3+ 18 — (=3 — 18) = 42.
b) Finn det ubestemte integralet

2_
/xex Vde.

Vi observerer at (z? — 1)’ = 2x. Substitusjon gir da at

/xerI do = e”~1/2 4 C.



c¢) Hvis vi tegner grafen til funksjone ser vi at regionen bestar av tre rett-
vinkla trekanter. Totalt areal er 13/2 = 6, 5.

/2
/ sin® x dz.
0

Dette er lik integralet foﬁ/z cos® z dw siden cos(m/2 — x) = sin(z). Sum-

d) Finn det bestemte integralet

men av de to integralene er lik fOW/Q 1dx = /2 ved Pytagoras setning.
Derfor er integralet lik halvparten av dette, /4.

Alternativt kan vi benytte at sin®z = (1 — cos(2z))/2. Fundamental-
teoremet, gir da at

Tl'/2 1 7|'/2 2_ 2 7r/2
/ smd;p:_/ | — cos(2a) dp = 22 =S| _ T
0 2 /o 4 0 4

Oppgave 3

a) Viktor har brukt dagen til & samle tomflasker. Han far 1 krone for sma
og 2,50 kroner for store flasker. Han har 10 flere sma enn store flasker,
og far utbetalt 125,50 kroner. Hvor mange sma og hvor mange store
flasker har han samlet inn?

La f veere antall sma flasker og F' antall store flasker. Da er
f=F+10 og 1-f+42,5-F=125,5.

Vi setter inn for f og far 3,5- F' = 125,5 — 10 = 115, 5. Dette gir at ' = 33
og [ = 43. Viktor har altsa samlet inn 43 sma og 33 store flasker.

b) Mia har en bankkonto med fast arlig rente pa 5%. Mia setter inn 1000 kr
1. januar 1998. Hun fortsetter a sette inn 1000 kr hver 1. januar frem
til og med 1. januar 2009. Hvor mye har Mia pa kontoen ved utgangen
av 20117

Nar Mia tar ut pengene har de hun satte fgrst inn har de statt i 13 ar
og nar hun tar ut pengene hun satte inn sist har de statt 3 ar. Den totale
pengemengden er da

(1,05)% + (1,05)* + (1,05)° 4 - - - + (1,05)"3 =

s (1,05)1 —1

(1,05)*(1 4 (1,05) + (1,05)* + - - - + (1,05)'°) = (1,05) Tor T

Dette er omtrent 16446 kroner.



c¢) Bestem konstantene a og b slik at bade e cos(bx) og e* sin(bx) er lgs-
ninger til differensiallikningen

v’ + 2y + 3y = 0.
Bruk svaret i c) til & finne en funksjon y(x) som er en lgsning til differen-
siallikningen og som oppfyller randbetingelsen y(0) = 0 og v'(0) = 1.
Den deriverte og dobbelderiverte til e** cos(bx) er henholdsvis
e (a cos(bzr) — bsin(bx))

0g
e ((a® — b*) cos(bx) — 2absin(bx)).

Setter vi dette inn i differensiallikningen ser vi at konstantene ma veere lik
a = —1 og b= ++/2. Vi far samme resultat for ¢ sin(bx).
Linezerkombinasjonen av disse lgsningene som tilfredstiller randbetingel-

sen er y(r) = e~ sin(v/27)/V/2.

Oppgave 4 Gitt to vektorer V= [1,0,—1] og W= [1,1,0].
a) Bestem vektorene 37 + 5T 0g V- I/T}, og finn deres absoluttverdi.
b) Bestem parameteren ¢ slik at vektoren 1% + ¢ blir kortest mulig.

c¢) En tredje vektor er gitt Veiﬁ = [1,2,3]. Finn volumet til tetraederet
utspent av vektorene V', W og U.

d) Finn alle vektorer med lengde 1 som har vinkel 45 grader til bade 7 og

a) Vektorsummene er

3V 4+ 5W =[8,5,-3] og V —W =[0,-1,-1].

Absoluttverdiene er henholdsvis v/98 = 7 - v/2 og v/2. _
b) Vektoren vV + £ er differansen mellom —V og tW. Den er minst

mulig nar T/‘ —l—tW) er vinkelrett pa W Dette skjer presis nar skalarproduktet
(V +tW)-W=1+2t

er null. Derfor er avstanden minst nar t = —1/2.

¢) Volumet til tetraederet er lik absoluttverdien til trippelproduktet av
de tre vektorene delt pa seks. Det er lik 2/6 = 1/3.

d) Vi ser direkte at enhver vektor langs den positive z-aksen har vinkel
45 grader til bade v og w



Vi skal na see litt mer systematisk pa oppgaven. La ? = [z,y, 2] veere en
vektor som har vinkel 45 grader til bade V' og W Lengden til bade ‘7 0g
er /2, og cos(45°) = 1/4/2. Produktene deres er 1 sa derfor far vi V.T =1
0g -%zl. Dettegirat t —2=1logx+y=1. Visetterinny=1—z
ogz=x—1inni

|T|2:x2+y2+z2:3x2—4x+2:1.

Derfor er z = 1 eller x = 1/3. Dette gir T = [1,0,0] og T = [1,2,—-2]/3
vektorene som har lengde 1 og som har vinkel 45 grader til bade v og .

er

Oppgave 5 Gitt funksjonen f(z) = (z + 1)%/(x + 2).

a) Bestem den stgrste definisjonsmengden til f(z). Finn eventuelle skra,
horisontale og vertikale asymptoter.

Funksjonen f(z) er lik 1/(xz +2) + x. Den er definert for alle z ulik —2.
Den har skra asymptote y = x og vertikal asymptote x = —2.

b) Bestem nar f(x) vokser og nar f(x) avtar. Finn alle topp- og bunnpunkt
til f(z).
Den deriverte til funksjonen er —1/(z+2)*4+1 = (2> +42+3)/(z+2)2
Den deriverte er lik 0 nar z = —1 og nar x = —3. Funksjonen har ingen
endepunkt og den deriverte eksisterer i hele definisjonsmengden. De kri-
tiske punktene er derfor (—1,0) og (=3, —4). Den andrederiverte er lik
f"(z) = 2/(x + 2)3. Andrederivert testen gir da at (—1,0) er et bunn-
punkt og at (—3,—4) er et toppunkt. (Alternativt, bruk forstederivert
testen eller en annen metode.)

Funksjonen er gkende for x < —3 og for x > —1. Funksjonen er avta-
gende for —3 < x < —2 og for —2 < x < —1.

¢) Bestem hvor f(z) er konkav opp og konkav ned. Finn eventuelle vende-
punkt til f(z). Vifann f”(z)1ib). Funksjonen er konkav opp for z > —2
siden den andrederiverte er positiv, og konkav negativ for x < —2 siden
den andrederiverte er negativ. Funksjonen har ingen vendepunkt.

d) Lag en skisse av grafen til f(z).



