
Løsningsforslag konteeksamen høst 2021 
 

Oppgave 1 
 

a) Finn tangenten til 𝑓(𝑥) = 𝑥2 − 4𝑥 + 2 i punktet (4, 𝑓(4)) 

En tangent er ei rett linje. Benytter ettpunktformelen: 𝑦 − 𝑦0 = 𝑎(𝑥 − 𝑥0) 

𝑥0 = 4  

𝑦0 = 𝑓(4) =  4
2 − 4 ∙ 4 + 2 = 2  

𝑓′(𝑥) = (𝑥2 − 4𝑥 + 2 )′ = 2𝑥 − 4  

𝑎 = 𝑓′(4) = 2 ∙ 4 − 4 = 4  

 

⇒ 𝑦 − 2 = 4(𝑥 − 4)  

     𝑦 = 4𝑥 − 4 ∙ 4 + 2    

     𝑦 = 4𝑥 − 14  

 

 

b) Er (𝑥 − 5) en faktor i 𝑓(𝑥) = 𝑥3 − 2𝑥2 − 19𝑥 + 20? 

Restleddet, 𝑟 = 𝑓(𝑥0) =  𝑓(5) = 5
3 − 2 ⋅ 52 − 19 ⋅ 5 + 20 = 0 i en polynomdivisjon. 

Dette betyr at (𝑥 − 𝑥0) = (𝑥 − 5) er en faktor i 𝑓(𝑥). 

 

c) Som vi ser fra oppgave b) så går polynomdivisjonen opp. Vi har et forbudt område for 𝑥 = 5, 

men ingen vertikal asymptote. Graden av x er to større i telleren enn i nevneren, så vi har 

ingen andre asymptoter heller.  

 

d) Finn arealet begrenset av 𝑓(𝑥) = (𝑥 + 1)𝑒𝑥
2
, 𝑔(𝑥) = 𝑒𝑥

2
 og linjene 𝑥 = 0 ∧  𝑥 = 1. 

 

Vi legger merke til at 𝑓(𝑥) = 𝑔(𝑥) når 𝑥 = 0. Og ellers vil 𝑓(𝑥) ≥ 𝑔(𝑥) på hele intervallet 

𝑥 ∈ [0,1] da (𝑥 + 1) > 1 for positive verdier av 𝑥. Faktoren 𝑒𝑥
2
 er lik for begge funksjonene. 

 

⇒ 𝐴 = ∫(𝑓(𝑥) − 𝑔(𝑥)) 𝑑𝑥

1

0

= ∫((𝑥 + 1)𝑒𝑥
2
− 𝑒𝑥

2
 ) 𝑑𝑥

1

0

= ∫(𝑥𝑒𝑥
2
 ) 𝑑𝑥

1

0

 

Vi må foreta et variabelskifte her. 𝑢 = 𝑥2 gir 𝑑𝑢 = 2𝑥 𝑑𝑥 eller 
1

2
𝑑𝑢 = 𝑥 𝑑𝑥. 

⇒ 𝐴 = 
1

2
∫ (𝑒𝑢 ) 𝑑𝑢

𝑢2

𝑢1

= 
1

2
[𝑒𝑢]

𝑢2
𝑢1
=
1

2
[𝑒𝑥

2
]
1
0
=
1

2
(𝑒1

2
− 𝑒0

2
) =

1

2
(𝑒 − 1) 

  



Oppgave 2 
 

a) 2ℎ + 2𝑥 = 24 

ℎ + 𝑥 = 12 

ℎ = 12 − 𝑥 

 

𝑉(𝑥) = grunnflate ∙ høyde = 𝜋𝑥2 ∙ ℎ = 𝜋𝑥2 ∙ (12 − 𝑥) 

 

b) 𝑉(𝑥) = 𝜋𝑥2 ∙ (12 − 𝑥) = 12𝜋𝑥2 − 𝜋𝑥3 

𝑉′(𝑥) = 24𝜋𝑥 − 3𝜋𝑥2 

𝑉′′(𝑥) = 24𝜋 − 6𝜋𝑥 

 

𝑉′(𝑥) = 24𝜋𝑥 − 3𝜋𝑥2 = 0 

3𝜋𝑥(8 − 𝑥) = 0 

3𝜋𝑥 = 0          ∨          8 − 𝑥 = 0 

𝑥 = 0                ∨           𝑥 = 8 

 

𝑉′′(8) = 24𝜋 − 6𝜋 ⋅ 8 = −24𝜋 < 0   →      𝑀𝑎𝑘𝑠𝑝𝑢𝑛𝑘𝑡 

𝑉(𝑥) = 12𝜋 ∙ 82 − 𝜋 ∙ 83 = 256𝜋 ≈ 804 

 

Det største volumet sylinderen kan ha er 256π m3 

  



Oppgave 3 
 

a) 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = [0 − 1,0 − 1,2 − (−1)] = [−1,−1,3] 

2𝐴𝐶
→  
− 𝐶𝐵
→  
= 2[−2,2,4] − [1,−3 − 1] = [−4,4,8] − [1,−3 − 1] = [−5,7,9] 

b) |𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗| = √(−1)2 + (−1)2 + 32 = √11 

|𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗| = √(−2)2 + 22 + 42 = √24 = 2√6 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ ∙ 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = [−1,−1,3] ∙ [−2,2,4] = −1 ∙ (−2) + (−1) ∙ 2 + 3 ∙ 4 = 12 

 

cos 𝐴 =
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ ∙ 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗

|𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗| ∙ |𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗|
=

12

√11 ∙ 2√6
        →           ∠𝐴 = 42,4° 

c) 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ × 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = |

𝑒𝑥 𝑒𝑦⃗ 𝑒𝑧 
−1 −1 3
1 −3 −1

| 

= ((−1)(−1) − 3(−3))𝑒𝑥 − ((−1)(−1) − 3 ∙ 1)𝑒𝑦⃗ + ((−1)(−3) − (−1) ∙ 1)𝑒𝑧  

= 10𝑒𝑥 + 2𝑒𝑦⃗ + 4𝑒𝑧 = [10,2,4] 

 

𝐴 =
1

2
|𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ × 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗| =

1

2
|[10,2,4]| =

1

2
√102 + 22 + 42 = √120 = 2√30 

 

d) Normalvektor:   𝑛⃗ = [10,2,4] = 2[5,1,2]. Punkt: 𝐵(0,0,2) 

 

𝑎(𝑥 − 𝑥0) + 𝑏(𝑦 − 𝑦0) + 𝑐(𝑧 − 𝑧0) = 0 

5(𝑥 − 0) + 1(𝑦 − 0) + 2(𝑧 − 2) = 0 

5𝑥 + 𝑦 + 2𝑧 − 4 = 0 

 

e) Vektorer i plan β: 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = [−1,−1,3]   og   𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = [−2,2,4].  Punkt: 𝐸(2,3,4) 

 

𝛽 = {
𝑥 = 2 + (−1)𝑡 + (−2)𝑠
𝑦 = 3 + (−1)𝑡 + 2𝑠       
𝑧 = 4 + 3𝑡 + 4𝑠              

= {
𝑥 = 2 − 𝑡 − 2𝑠 
𝑦 = 3 − 𝑡 + 2𝑠 
𝑧 = 4 + 3𝑡 + 4𝑠

 



 

f) 𝐷(0, 𝑦, 0)            𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = [0 − 1, 𝑦 − 1,0 − (−1)] = [−1, 𝑦 − 1,1] 

𝑉 =
1

6
|(𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ × 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗) ∙ 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗| =

1

6
|[10,2,4] ∙ [−1, 𝑦 − 1,1]|

=
1

6
|10 ∙ (−1) + 2(𝑦 − 1) + 4 ∙ 1| 

=
1

6
|−10 + 2𝑦 − 2 + 4| =

1

6
|−8 + 2𝑦| 

 

1

6
|−8 + 2𝑦| = 20 

|−8 + 2𝑦| = 120 

−8 + 2𝑦 = 120     ∨        −8 + 2𝑦 = −120 

 

𝑦 = 64    ∨      𝑦 = −56  

 

Punktet 𝐷 får koordinatene 𝐷(0,64,0) eller 𝐷(0,−56,0) 

  



Oppgave 4 
 

a) Avlest fra grafen til 𝑔(𝑥): 

 

𝑔(𝑥) vokser for 𝑥 ∈ 〈←, 0〉 ∪ 〈3,→〉 og  𝑔(𝑥) minker for 𝑥 ∈ 〈0, 3〉. 

𝑔(𝑥) vender den hule siden ned for 𝑥 ∈ 〈←,
3

2
〉 og den hule siden opp for 𝑥 ∈ 〈

3

2
, →〉. 

 

 

Fortegnsskjema: 

                                                     0                    1,5                          3                                            x 

 

𝑓′(𝑥)+++++++++++++++++++0-------------------------------------0+++++++++++++++++++++ 

 

𝑓′′(𝑥)-------------------------------------------------0+++++++++++++++++++++++++++++++++ 

 

b) En funksjon med to ekstremalpunkter (derav ingen terrassepunkter) er en 

tredjegradsfunksjon. 

 

 ⇒ 𝑔(𝑥) = 𝑎𝑥3 + 𝑏𝑥2 + 𝑐𝑥 + 𝑑.  

Vi vet 𝑔(0) = 6, så 𝑑 = 6. 

𝑔′(𝑥) = 3𝑎𝑥2 + 2𝑏𝑥 + 𝑐 og 𝑔′(0) = 0 (toppunkt i (0,6)), så 𝑐 = 0. 

Vi har nå to ukjente igjen og trenger dermed to likninger. 

 

𝐼) 𝑔′(3) = 0  

𝐼𝐼) 𝑔(3) = −21 

𝐼) 3 ∙ 𝑎 ∙ 32 + 2 ∙ 𝑏 ∙ 3 = 0 (Husk c = 0) 

𝐼) 𝑏 = −
9

2
𝑎 

𝐼𝐼) 𝑎 ∙ 33 + 𝑏 ∙ 32 + 6 = −21 (Husk c = 0 og d = 6) 

𝐼𝐼) 𝑎 ∙ 27 + (−
9

2
𝑎) ∙ 9 + 6 = −21  

𝐼𝐼) 𝑎 ∙ 27 + (−
9

2
𝑎) ∙ 9 = −27  

𝐼𝐼) (−
27

2
𝑎) = −27 

𝐼𝐼) 𝑎 = 2  

𝐼) 𝑏 = −
9

2
∙ 2 = −9 

 

⇒ 𝑔(𝑥) = 2𝑥3 − 9𝑥2 + 6. 

  



c) La oss først regne ut den deriverte:  
 

𝑓′(𝑥) = −𝑥2 + 2𝑥 + 3 = −(𝑥 − 3)(𝑥 + 1) 
 
Det gir fortegnslinjer:  

 
 
Dermed har vi: 
𝑓 er synkende på <←,−1] og på [3,→>. 
𝑓 er voksende på [−1,3]. 
 

Bunnpunkt: (−1, 𝑓(−1)) = (−1,−
5

3
) . 

Toppunkt: (3, 𝑓(3)) = (3,9). 

 
d) Den dobbeltderiverte: 

 
𝑓′′(𝑥) = −2𝑥 + 2 = −2(𝑥 − 1). 

 
Det gir fortegnslinjer: 

 
Dermed: 
𝑓 krummer opp på <← ,1]. 
𝑓 krummer opp på [1,→>. 
 

Vendepunkt: (1, 𝑓(1)) = (1,
11

3
) 

  



e) Avstanden fra punktet 𝑃 til linja er lengden av en vektor 𝑃𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ som er vinkelrett på linja, og 

hvor 𝐴 ligger på linja. Linja har retningsvektor 𝑟 = [−3,4,2]. Disse to kriteriene gir oss:  

 

𝑃𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ = [2 − 3𝑡 − 1,−1 + 4𝑡 − 4,1 + 2𝑡 − 4] = [1 − 3𝑡, −5 + 4𝑡,−3 + 2𝑡]. 
 

og  

 

𝑃𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⋅ 𝑟 = 0.  

 

Dermed: 

 

𝑃𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⋅ 𝑟 = −3(1 − 3𝑡) + 4(−5 + 4𝑡) + 2(−3 + 2𝑡) = −29 + 29𝑡 = 0 

⟹ 𝑡 = 1. 

 

Slik at: 𝑃𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ = [1 − 3,−5 + 4,−3 + 2] = [−2,−1,−1] = (−1)[2,1,1]. 

 

Hvis 𝑃 skal ligge i planet, og avstanden fra 𝑃 til linja være lik avstanden fra linja til planet, må 

𝑃𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ være normalt på planet. Dermed har vi en normalvektor, feks [2,1,1], og et punkt, slik at 

planet får ligningen:  

 

2(𝑥 − 1) + (𝑦 − 4) + (𝑧 − 4) = 0 ⟺ 2𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 10 

  



Oppgave 5 
 

a) Lengdene 𝑆𝐴 = 𝑆𝐵 = 𝑆1𝑆2 = 1, radien i sirklene. 

Midtpunktet, M, mellom A og B er også midtpunktet mellom 𝑆1 𝑜𝑔 𝑆2. 

Lengden 𝑆𝑀 =  
1

2
𝑆1𝑆2 =

1

2
 

Trekant SAM blir en rettvinklet trekant og vi kan benytte Pythagoras: 

 

𝐴𝑀2 = 𝐴𝑆2 − 𝑆𝑀2 

𝐴𝑀2 = 12 − (
1

2
)
2

= 1 −
1

4
=
3

4
 

𝐴𝑀 = √𝐴𝑀2 = √
3

4
=
1

2
√3 = 𝐵𝑀 

𝐴𝐵 = 𝐴𝑀 + 𝐵𝑀 = 2 ⋅
1

2
√3 = √3 

 

b) Finn de ukjente vinklene i tranten som dannes mellom sentrum i en av sirklene og punktene 

A og B. 

 

Løsningsforslag: 

Trekant ABS vil være likebeint. 

Vi benytter oss av den rettvinklede trekanten SAM fra oppgave a). 

 

sin∠𝐴 = 
𝑆𝑀

𝐴𝑆
=

1
2
1
=
1

2
 

 

∠𝐴 = sin−1
1

2
=30° = ∠𝐵 

 

𝐷𝑒𝑛 𝑎𝑙𝑡𝑒𝑟𝑛𝑎𝑡𝑖𝑣𝑒 𝑙ø𝑠𝑛𝑖𝑛𝑔𝑒𝑛 𝑓𝑜𝑟 𝑣𝑖𝑛𝑘𝑒𝑙 𝐴 𝑜𝑔 𝐵 𝑒𝑟 𝑢𝑟𝑒𝑎𝑙𝑖𝑠𝑡𝑖𝑠𝑘 𝑖 𝑑𝑒𝑛𝑛𝑒 𝑜𝑝𝑝𝑔𝑎𝑣𝑒𝑛. 

 

∠𝑆 = 180° − (∠𝐴 + ∠𝐵) = 120° 

  

 

 

  



Oppgave 6 
 

a)                         𝑎8 = 𝑎1 + (8 − 1)𝑑   𝑎27 = 𝑎1 + (27 − 1)𝑑 
8

3
= 𝑎1 + 7𝑑     9 = 𝑎1 + 26𝑑 

 

9 = 𝑎1 + 26𝑑 
8

3
= 𝑎1 + 7𝑑 

19

3
= 19𝑑 

𝑑 =
1

3
   9 = 𝑎1 + 26𝑑 →  𝑎1 = 9 − 26 ⋅

1

3
=
1

3
 

 

𝑆40 = (𝑎1 +
40 − 1

2
⋅ 𝑑) ⋅ 40 = (

1

3
+
39

2
⋅
1

3
) ⋅ 40 =

820

3
 

 

b) 𝑘 =
𝑎2

𝑎1
=
𝑥2−1

𝑥2
 

 

 

c) 𝑘2 ⟨ 1 

(𝑥2−1)2

𝑥4
 ⟨ 1  

(𝑥2−1)2

𝑥4
 − 1 ⟨ 0  

(𝑥2−1)2

𝑥4
 −

𝑥4

𝑥4
 ⟨ 0  

𝑥4−2𝑥2+1−𝑥4

𝑥4
 ⟨ 0  

−2𝑥2+1

𝑥4
 ⟨ 0  

2𝑥2−1

𝑥4
 ⟩ 0  

(𝑥−
√2

2
)(𝑥+

√2

2
)

𝑥4
 ⟩ 0  



 

  

 𝐿 = ⟨←, −
√2

2
⟩ ∪ ⟨

√2

2
,  →⟩ 

 

d) 𝑆 =
𝑎1

1−𝑘
=

𝑥2

1−
𝑥2−1

𝑥2

= 4  

𝑥4

𝑥2−𝑥2+1
= 4  

𝑥4 = 4  

𝑥 = ±√4
4
= ±2

2

4 = ±√2  

  



Oppgave 7 
 

a) 𝐺 = Gult lodd. 𝐵 = Blått lodd. 𝑉 = Vinnerlodd.  

 

Valgtre:     Venndiagram: 

 

 
 

b) 𝑃(𝐺) =
30

100
=

3

10
.    𝑃(𝑉) =

3+10

100
=

13

100
. 

 

𝑃(𝐺 ∩ 𝑉) =
3

100
.     𝑃(𝑉|𝐺) =

3

30
=

1

10
. 


