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Oppgave 1

Deriver fglgende funksjoner.

a) f(x) =5z% + 3sinz + e® — e gir f/(z) = 10z + 3cosx + €*.

b) f(x) = 22ty gir

oy 2@+1)2 -2 +1)2(x+1) (2042 —(4x+2) 2
G (z+ 1) - (z +1)3 T @+ 1)

ved brgkregelen.
¢) f(z) = cos(z® — 3z +1) gir

f'(z) = —sin(z® =3z +1) - (3% — 3) = =3(2* — 1) sin(2® — 3z + 1)

ved kjerneregelen.
d) f(z) = (z—3)%- ¢ gin

fl(2)=2(z—-3)-e"+(x—3)%e" = (x—3)e*(2+2—-3) = (x — 1)(z — 3)e”

ved produktregelen.
e) f(x) = Va2 +4= (224 4)/3 gir

2x

/ 1 iy
f(:c):g(m2+4) 2/3~2x:m

ved potensregelen.

f) Likningen y?+y = 4x cos x gir 2yy’+y' = 4 cos v+4x(— sinz) ved implisitt
derivasjon, og dermed

4cosx —4rsinx
/2 1 :4 —4 1 = /:—
Yy (2y +1) cosx —4rsinx y oy 1
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Dette betyr at tangenten til C' i punktet (z,y) = (0,0) har stigningstall
gitt ved a = 4/1 = 4, og at tangenten har likning

y—0=4(z-0) = y=4

Oppgave 2
a) Vi har [@] = V22 +12+12 = V6 og 0] = /(-2)2 +12+ 3% = V4.

Siden @-0=2-(—2)+1-1+1-3=—-4+1+3 =0, har vi at vinkelen
mellom @ og ¥ er 90°.

b) Sideflaten utspent av @ og ¥ er et rektangel, siden det er et parallellogram
og L. Dermed blir arealet av sideflaten

A= /6 VTT = VBT = 231

¢) Vi har at volumet av E er gitt ved V = |(¢¥ x ¥) - W|]. Vi regner forst ut

U X U
_'x gy gz
UXT=|2 1 1
-2 1 3
=(1:3-1-1,1-(-2)—2-3,2-1—-1-(-2))
=(2,-8,4)

Dermed har vi at

d) Vihar at 7 = @ x ¥ = (2,—8,4) fra forrige oppgave, og nar r = 1 har vi
p=1ud+9=1(0,2,4). Trekanten T utspent av 7i og p har sidene 7, p’ og
7 —p = (2,-10,0), og lengdene til disse sidene er gitt ved

] = V84 =2v21, [p]=v20=2V5, |[i—p|=V104=

.
E
(=}

e) Nar r er vilkarlig, sd er p= (2,1,1) +r(—=2,1,3) = (2 —=2r,1 +r,1 4 3r),
og vi har

n-p=(2-84)-(2—2r,147,14+3r) =2(2—2r)—8(1+r)+4(1+3r) =0

Dermed har vi at vinkelen mellom 7 og p er 90° for alle verdier av r,
og dermed er trekanten T' rettvinklet. Alternativt kunne vi konkludere at
vinkelen mellom 7 og p’er 90° uten & regne, siden 7 = @ X P’ star normalt
pa alle vektorer i planet utspent av 4 og v.
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Oppgave 3

a)
b)

c)

J(3z* +5cosz)dz = 3(z3/3) + 5(sinz) + C = 2> + 5sinz + C

[(14e* + 1) do = 14(e**/2) +In |1 —z|/(-1)+C = Te** —In |1 — 2|+ C

Vi bruker substitusjonen u = 322 + 2z, du = (6z + 2)dx = 2(3z + 1) d,
og far

1 5
3z 41 1du 1 5
/1/3 322+ 25 " /1 w3 =g oy

Alternativt kunne vi brukt delbrgkoppspaltning for & lgse det bestemte
integralet.

1
(In5—Inl) = 3 Inb

DN =

For & lgse integralet, bruker vi at cos(2z) = cos? z — sin? 2 = 1 — 2sin” z,

som gir at 2sin®z = 1 — cos(2x). Vi far

/4 w/4 1 . -9
/ 2sin® rdz = / (1 —cos(2z)) dz = [z — B sin(2x)]0/4 S 1
0 0

Alternativt kunne vi ha lgst dette integralet ved hjelp av gjentatt bruk av
delvis integrasjon.

Vi separerer forst differensiallikningen:

3y = —y?cosz = —— dy = coszdz
Y

Integrasjon gir nd at 3/y = sinx 4 C, og dermed den generelle lgsningen

_ 3
y= sinxz +C

Vi kontrollerer at den generelle lgsningen vi har funnet er en lgsning av
differensiallikningen. Vi far

J = 0 — 3(cosx) —3cosz

(sinz +C)2  (sinz +C)2

og dermed at

—9cosx n ( 3 )
(sinx + C)? sinz +C

3y + y%cosz = *cosz =0

Vi legger merke til at sin®z = sin® z - sinz = (1 — cos® z) sinz. Vi bruker
derfor substitusjonen u = cosz, du = —sinz dz, og far
.3 2 : 2, du 2
sinzdr = [ (1 —cos*z)sinzde= [(1—u )—1 = [(u®—1)du
Dette gir

. 1
/sindxdm:/(uQ—l) du:u3/3—u+C=gcosgx—cosa:—&—c
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Oppgave 4

a)

Nullpunkter for f er gitt ved f(x) = 0, det vil si sin? 2 — cosz — 1 = 0. Vi
2

bruker at sin®z = 1 — cos? x og far
1 —cos?’z —cosz —1=—cos?z —cosz = —cosx(cosz+ 1) =0
Dette gir cosz = 0 eller cosxz = —1. Siden 0 < & < 27, far vi nullpunktene

r=7n/2, x=m, v =37/2.

Vi deriverer f og far

f(x) =2sinz - cosz — (—sinz) = 2sinzcosx + sinz = sinz(2cosz + 1)

Vi setter opp fortegnsskjema for det faktoriserte uttrykket for f’ i omradet
0 < z < 27, og ser at f har lokal topp-punkter (27/3,1/4),(47/3,1/4)

og lokalt bunnpunkt (m,0). Merk at * = 0 og & = 27 ikke gir lokale

bunnpnkter for f siden disse verdiene faller utenfor definisjonsmengden.

Vi deriverer f'(x) = 2sinz cosz + sinx og far

f"(x) = 2(cos® x — sin® z) + cosx = 2cos® x — 2sin® x + cos

Ved & bruke at sin?z = 1 — cos®z, kan vi alternativt skrive om dette
uttrykket til
f"(x) = 4cos® & + cosx — 2

Vi lgser likningen f”(z) = 0, og far

-1£+vV33
8

Dette gir tilnaermede lgsninger x ~ 0.9359, 2.574, 3.709, 5.347. For & sjekke
at lgsningene gir vendepunkter for f, mé vi sjekke at f”(z) skifter fortegn
i disse nullpunktene. Vi setter opp fortegnsskjema for f”, og ser at alle fire
nullpunkter gir vendepunkt. Det fglger dermed at tilnsermede koordinater
for vendepunktene til f er

deosz+cosz—2=0 = cosz=

(0.9359, —0.9448), (2.574,0.1323), (3.709, 0.1323), (5.347, —0.9448)

Se egen figur for grafen til f.

Vi ser at omradet R ligger under z-aksen for z < 7/2 og over z-aksen for
x > 7/2. Dermed blir arealet av omradet R gitt ved

/2 T
0 /2

Vi har f(z) = sin?2 — cosz — 1, og bruker at sin?z = (1 — cos(2x))/2.
Dermed far vi at

1 1 1
/f(x) dx = i(x—sinxcos x)—sinz—z+C = —ix—sinx—i sin x cos x+C
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1.5

Vi setter inn og far

Ay =—((-7/4—-1-0)—(0)) =7/4+1

e Ay =(—7/2) = (—n/4—1-0)=7/4d+1—7/2=1—7/4

Tilsammen far vi at omradet R har areal

A=A +A = (r/4+1)+(1—-7/4) =2

Skjeeringspunkter mellom grafene til f og g er gitt ved f(z) = g(x), som
gir
sin?z —cosz — 1 =sin’x —sinz = sinz —cosz =1
Vi Igser denne likningen ved & finne en amplitude A og en fasevinkel ¢
slik at sinx — cosz = Asin(z — ¢), det vil si
Asin(z — ¢) = Asinz cos¢p — Asingcosz = sinx — cosx
Dette gir likningene Asin¢ = 1 og Acos¢ = 1, og dermed
Asing 1
=-=1 =t =1
Acos¢ 1 an g
Vi far ¢ = m/4, som gir Asinn/4 = 1, det vil si A = /2. Dermed har
vi sinz — cosx = \/2sin(z — 7/4), og vi har redusert den opprinnelige
likningen til

1
V2sin(z —n/4) =1 = sin(z —7/4) = 7
Siden arcsin(1/v/2) = sin~'(1/v/2) = 7 /4, far vi Igsningene
x=(r/d+n-2n)+7/d=7/2+n 2m
0g
r=Br/d+n-2n)+n/d=nm+n 27

der n er et heltall. I omradet 0 < = < 27 far vi dermed de to skjeerings-
punktene z = 7/2, = m mellom grafene til f og g.



