Innlevering Fork1120 - Matematikk forkurs OsloMet
Obligatorisk innlevering 7

Innleveringsfrist  Torsdag 10. april 2025

Antall oppgaver: 8

Lgsningsforslag

Oppgave 1. Finn summen til de aritmetiske rekkene
a) S+ T+---+37

LF: Vi kan benytte at summen av de fgrste n oddetallene er lik n?. Tallet 37 er odde-
tall nummer 19 (siden 2-19 — 1 = 37). Sa summen er lik

192 —(1+3)=(20—1)> -4 =400—2-20+1—4 = 357
b)  4+12+20+4---+100

LF: Dette er summen av 4 + 8n fran = 0 til n = 12. Summen er da

= 1312
Z(4+8n):13-4+8-T:13-(4+8-6):13-52:13-50+2-13=650+26:@
n=0

c) —100 —98 =96 — --- — 82

LF: Summen er lik

= 11-10
> (80 +2i) = — (10 .80 + QT> = — (800 + 110) = =910
i=1
Oppgave 2. Hvor mange ledd ma dere ha med i en aritmetisk rekke som starter
med 1 og hvor etterfglgende ledd gker med 3, for at summen skal bli neermest mulig
10007 Hva er summen da?

144474+10+13+---4+(3n—2)
LF: Summen med n ledd er lik

n

B , o nn+1) ~n(Bn-—1)
Sn_;(?,z—z)_sT—m_T

Nar n er mye stgrre enn 1 er dette tilnsermet lik 3n?/2, Vi bruker dette estimatet til
a finne omtrentlige verdi for n nar summen er rundt 1000. Vi lgser likningen 3n?/2 =
1000 og far n &~ 1/2000/3 = 25.8. Na setter vi inn verdier rundt 25 og sjekker.

-1
525:25722537:925 Sog = S5 +3-26 — 2 =1001

Vi ser derfor at summen er naermest 1000 nar vi har 26 ledd og summen er da lik 1001.




Oppgave 3. Finn summen til rekkene som en funksjon av n
n 22n

3n

i=1

a)

1
2 2 (i +2)
LF: a)

S (-1
i=1
Sum av to etterfglgende ledd er lik
(D' + (=)™ i+ 1) = (=10 = (i + 1)) = =(=1)
Vi far da at summen er lik:

1. n/2 hvis n er et partall

2. (n—1)/2—n=—(n+1)/2 hvis n er et odddetall.

n n

‘) ;i(iiz):;%e_ﬁﬂ)

Dette er lik

1 1+1 1 1 - 3n? +5n
1 2 n+1 n+2

2

An+1)(n+2)

for alle n > 1.
Oppgave 4. Vis at summen av alle tall pa formen
2n3m

hvor 0 <n <11 og 0 <m <5, er lik 1490580. (Det er 12 - 6 = 72 slike tall.)
Summen er lik

2ileo EEn:O 23" = 27111:0 2" 275?1:0 3" =

3¢ -1
2

3¢ -1

yi on
n=0 2

= (2% -1) = 1490 580.




Oppgave 5. a) Beskriv det rasjonale tallet

0.123123123 ... =0.12

som en brgk.
LEF: Det er lik

1 123 41

123 -0.001001001 ... = 12320.0012' —123-0.001 - T 0001 = 995 = 333

i=1
b) Hva ma z veere for at den uendelige geometriske rekken
a4t

skal konvergere til 27
LF: Summe til rekken konvergerer bare hvis |x| < 1. Summen er da lik z%/(1 — z).
Denne summen er lik 2 presis nar #2/(1 — z) = 2. Dette gir annengradslikningen

?+20-2=0 <= (z+172=3

Dette gir rottene x = —1 + V3. Lgsningen —1 — v/3 har ikke absoluttverdi under 1 sa
den er ikke gyldig. Vi far da lgsningen z = v/3 — 1 ~ 0.73.

¢) Vi setter inn 1000 kr hvert ar fra 1.1.2022 til og med 1.1.2030. Hvor mye penger
har vi pa kontoen ved utgangen av 2040 hvis arlig rente i hele perioden er 10%?

LF: Vi setter inn penger 9 ganger. Pengemengden 1.1.2030 er da lik

8 9
> 1000(1 4 0.1)" = 1000

=0

= 10000(1.17 — 1)

Deretter star pengene i banken i 10 ar frem til 1.1.2040. De skal sta ett ar til. Penge-
mengden ved utgangen av 2040 er da lik

10000(1.17 — 1)(1.1)'" = 38744 kroner

d) Finn summen av inversen til alle naturlige tallene som bare er delelige med prim-
tallene 2, 3 og 5. Det vil si finn summen av alle tall pa formen

1
2k3t5m
for k,1,m > 0. Ordnet etter avtagende stgrrelse ser rekken ut som

1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+
12 3 4 5 6 8 9 10 12 15 16 18

LF: Dette er produktet av de tre uendelige geometriske rekkene

SE)EO)EO)-
1 —11/2 1 —11/3 1 —11/5

[\

35
222222375
24



Oppgave 6. a) Finn summen av alle naturlige tall mindre enn eller lik 1000.

b) Finn summen av alle positive partall (dvs. tall som er delelige med 2) mindre
enn eller lik 1000.

¢) Finn summen av alle naturlige tall som er delelige med 5 og mindre enn eller
lik 1000.

d) Finn summen av alle naturlige tall som er delelige med 2 eller 5 (eller begge) og
mindre enn eller lik 1000.
LF:

1000 - 1001
5 =

b) Finn summen av alle positive partall (dvs. tall som er delelige med 2) mindre
enn eller lik 1000. Positive partallene mindre enn 1000 er fglgen a,, = 2n for n
mellom 1 og 500. Summen av partala er lik

500 - 501

a) 1+2+3+---+1000 = 500500.

2(1+2+3+---+500) ZQT = 250500.
¢) Finn summen av alle naturlige tall som er delelige med 5 og mindre enn eller
lik 1000.
Dette er summen av tall a,, = 5n for n mellom 1 og 200. Summen er lik
200 - 201
5(1+2+3+---+200) IST = 100 - 1005 = 100500.

d) Finn summen av alle naturlige tall som er delelige med 2 eller 5 (eller begge) og
mindre enn eller lik 1000.

Dette er summen av alle tall mindre enn eller lik 1000 som er positve partall

og alle naturlige tall delelige med 5 hvor vi trekker fra alle tall delelige med 10
(siden de blir telt opp dobbelt). Tall som er delelig med bade 2 og 5 er tall som
er delelige med 2 - 5 = 10. Summen av disse tallene opp til og med 1000 er
10(14+243+---+100) = 50500. Summen blir derfor 250500 + 100500 — 50500 =

300500.
Oppgave 7. a) Finn summen til den uendelige geometriske rekken (hvis den ek-
sisterer)
6—2+ 22 +
3 9

LF: Ledd i er (—1)" - 6/3" og summen er over alle i > 0. Rekken konvergerer
derfor og summen er lik

1

6. —
1+1/3

—6/(4/3) =9/2 = 4.5



b) Finn summen av dei forste 100 tallene som ikkje er delelige med 3.

LF: Vi skal finne summen av dei forste 100 tallene som ikke er delelige pa tre.
Eg gar utifra at det menes naturlige tall. (0 er delelig med 3 sa det blir ikkje et
sporsmal om vi skal starte med 0 eller 1...) Tallene er 1,2,4,5,7,8,10, 11, ...

Vi velger a ta summen ved a summere tall pa formen 143n og 2+3n fra n = 0.
Dei 100 fgrste tall pa denne form far vi ved a ta summe fra n = 0 til og med

n = 49. Alternativt kunne vi ha tatt summen over n fra 1 til 150 og sa trekt fra
summen av 3n fra 1 til 50.

49 49
Z(l +3n) + 2(2 +3n) =
n=0 n=0
49 49
50 - 49
142)+ 3n+3n)=50-3+6-—7— =

3(50 + 50 - 49) = 3 50% = 3 - 2500 = 7500

c) Vi ser pa to rekker hvor vi stokker om pa rekkefglgen til leddene. Her er den
forste rekken

Rekken bestar av bolker av n kopier av 1/n etterfulgt av n kopier av —1/n for
n=1234,...

Vi stokker om pa rekkefglgen til tallene i rekken slik at i hver bolk av 1/n og
—1/n sa kommer disse to tallene annenhver gang

1

11
1—1+4=—

1 n N 1 1 n 1 1 n 1 1 n 1
2 2 2 2 3 3 3 3 3 3 4
Avgjer om hver av rekkene konvergerer. Hvis de konvergerer finn ogsa summen
til rekken.

LF: Den fgrste rekken divergerer. Vi kan finne delsummer med vilkarlig mange
ledd som har bade verdien 1 og verdien 0. Rekken kan derfor ikkje konvergere
(delsummene ma da etter hvert neerme seg ett tall).

Den andre rekken konvergerer. Hvis vi har tatt en delsum helt ut til ledd av
typen 1/n sa vil delsummene svinge mellom 1/n, eller en mindre positiv verdi,
og 0. Derfor vil delsummene etter hvert naerme seg 0 og rekken konvergerer mot
0.

Vi ser av dette at rekkefglgen pa leddene i en rekke er avgjorende for om rek-

ken konvergerer og hva den konvergerer til. Ved a stokke litt mer om pa rekkefglgen
av leddene kan dere faktisk lage rekker som vil konvergerer mot et hvilket som
helst tall.



d)

Vis at hvis en rekke x1 + x5 + 23+ - - - konvergerer da ma leddene z,, i rekken ga
mot null nar n gar mot uendelig. Gi eksempel pa at det er ngdvendig krav for
at en rekke skal konvergere, men ikkje tilstrekkelig. Med andre ord gi et eksem-
pel pa en rekke hvor leddene gar mot null, men hvor rekken ikkje konvergerer.

LF: Vi har i del ¢ sett det finnes rekker hvor ledd n gar mot null selv om rek-
ken ikkje konvergerer. Et annet eksempel er den harmoniske rekken

>

n=1

SRS

som divergerer selv om leddene gar mot null.

La oss anta at rekken ), x,, konvergerer. Det vil si at folgen av delsummer

konvergerer til en sum S. spesielt vil da Sy1 — Sy = xy konvergere mot 0 nar
n gar mot uendelig. Dette viser at hvis en rekke konvergerer da ma leddene z,,
ga mot null nar n gar mot uendelig.

Bestem for hvilke x den geometriske rekken
cos(z)/2 + cos*(x) + 2 cos’(z) + - - -

konvergerer. Finn summen til rekken nar den konvergerer.

LF: Kvotienten i den geometriske rekken er 2 cos(x). Sa den geometriske rekken
konvergerer presis nar |cos(x)| < 1/2.

Vi bestemmer z slik at dette er oppfylt for x i et omlgp fra 0 til 27. Vi ser av
enhetssirkelen og den kjente verdien til arccos(1/2) = 7/3 at lgsningene er

x € (m/3,2m/3) U (47/3,57/3)

Hvis vi gnsker alle verdier av x legger forskyver vi intervallene ovenfor med hel-
tallsmultipler av perioden til cos som er 27.

Nar rekken konvergerer er summen lik

cos(z) 1 B cos(x)
2 1 —2cos(x)  2(1 —2cos(x))




Oppgave 8. Finn konvergensomrade til de to potensrekkene

oo 2" 00 (31‘) (2n+1)
ﬁ 0g Z an+3
n=1 n=1

Den fgrste rekken har konvergensradius 1. Dette ser vi ved a sammenligne med den
geomtriske rekken > 7  a". Rekken konvergerer for x = 1 og for x = —1, sa konver-
gensomradet er lik [—1,1]. Dette vet vi fordi vi har tidligere sett at rekken nar z = 1

konvergerer til et tall mellom 1 og 2. (Dette tallet viser seg a veere 72/6.) Tilsvarende
for v = —1.

Den andre rekken er lik

Vi sammenligner med den geometriske rekken og ser at denne rekken konvergerer nar
132/4/2| < 1. Rekken konvergerer derfor for |z| < v/2/3.



