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Lgysingsforslag.

Oppgéave 1

f(zx) = +xcosz
flz) = (\/5)/00813+\/5(cosx)’:

1
NG cosz + x(—sinz) = (;O\i; —Vzxsinz
sin 22
'(z) = (SinxQ)/lnx —sinz? (Inz)’ B cos x? - (:cz)/lnac —sina? - %
g = (Inx)? (Inx)?

cosx?-2xInx -z — sin 22

2722 cosxz?Ilnx — sinx

2

(Inz)? -2

Implisitt derivasjon:

z(lnx)?

y

(D 6)) = &
dx 4 2 - dx
d (1 , 1,
(= — = 0
dz (44:” +24‘1/)
4 3, 4 3dy
= — 322 = 0
44 +24 dx
L 3 3dy
= 22 = 0
16" Y
dy _ 1 (=
de 16 \y
Stigningstalet til tangenten i punktet P:
12y
16 \V15)  2-153/4
Liking for tangenten:
1
4 — —
y— V15 = 2.153/4@ 2)
1 . 1
V=g amn TVt 1A
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J () f )

1 1 2 3
TP AT L O = Va3 + SVa2 + O
5+ 1 -3+ 1 3 2
For integralet foﬂ/ ? CS;;(?;:)) dx nyttar vi oss av dette variabelbytet:
u(z) = cos(3x)
du = -3 siln(3x)
dx = —3sin(3z)
u(0) = 1
u(r/9) = cosg = %
/7\'/9 Sln(?).’l,') dx _ /U(Tl'/9) Sln(?)fl:) du _ _1 /1/2 u_4 du B
o cos*(3z) w(0) u*  —3sin(3x) 31
11 R N A Y B |
B T P
31=3" |, “o9|\2 9 9
r—2 _ 1
d) lim 2

o2 tan(a? — 4)
Vi ser at bade teljar og nemnar gar mot 0 nar = gar mot 2. Vi brukar
L’Hoépitals regel:

6:1:72 -1 ) (6‘7672 o 1)/ ) 6‘7072
m —————=1lim ————%— = lim
=2 tan(z? —4) 2—2 (tan(z?2 —4))  2—2 (1 +tan?(22 —4)) - 22
22 1
(1+tan20)-4 4
. o1 . sin L
lim zsin— = lim T
T— 00 x T— 00 =

Variabelbyte: ©w = 1/2. Nar « gar mot oo, vil u ga mot 0 fra oversida:

. o1 . sinu . sin u
lim zsin— = lim = lim
T— 00 x u— 0+ U u— 0 U

[l
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Oppgéave 2
a)
1 0 1
A= -1 1 0
0 -1 1

Vi nyttar kofaktorekspansjon langs den fyrste rekka:

1 0 1
detA = -1 1 0 1.'
0o -1 1
110+ (1) (-1)—0 =

1 0

10 or ]

o

det A # 0 < A er inverterbar.

Vi bestemer A1 ved & lgyse matriselikninga AX = I3 der I3 er 3 x 3-
identitetsmatrisa, og den ukjende 3 x 3-matrisa X vil vere A1 Vi lgyser

likninga ved rekkeoperasjonar pa totalmatrisa:
1 0 1 1 00
-1 1 0 0 1 0

0 -1 1 0 0 1
Legg rekke 1 til rekke 2:

1 0 1100

0 1 1110

0 -1 1 0 0 1
Legg rekke 2 til rekke 3:

101 10

011 11

1

Delar rekke 3 pa 2:

1 01 1 0 0
011 1 1 0

0 01 1/2 1/2 1/2
Trekk rekke 3 fra rekke 2 og 1:

10 0 1/2 —-1/2 -1/2
010 1/2 1/2 -1/2
00 1 1/2 1/2 1/2

@

= o O

0 0 21

Altsa:
L1 -1 -1
A—lz5 11 -1
11 1
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c)
I 3
A xT9 = 0
I3 1
71 3 (1 -1 -1 3
Ty :A*10:§11—1 0 | =
T3 1 1 1 1 1
1 1 -1 1
5(3 1 J+1 -1 |)=|1
1 1 2
Lgysing:
1‘1:1, .132—1, 3;‘3—2
3 015
d) B= -2 1 3 0
0 1 0 2
1 0 1 3 015
AB = -1 1 0 -2 1 3 0 |=
0 -1 1 0 1 0 2
1-3+04+0 0+0+1-1 1-1+04+0 1-54+0+1-2
—1-3+1-(-2)+0 0+1-1+0 -1-141-34+0 —-1-54+0+0
0+(-1)-(-2)+0 0+ (-1)-14+1-1 0+(-1)-340 040+1-2
3 1 1 7
-5 1 2 =5
2 0 -3 2

Matriseproduktet BA er ikkje veldefinert sidan B har 4 sgyler og A har 3
rekker.

1 1 -1 2
0| = -2 1 -1
1 1 -2 1
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3z241
f (x2+1)(z—1) dx
Delbrgksoppspalting:

322 +1 _ax—|—b+ c
(@2 +1D)(z—1) 2241 2-1
32° +1=(ax +b)(x —1) +c(2®* + 1) = az? —ax + br — b+ cx® + ¢

322 +1=(a+c)z* + (—a+b)x+ (~b+c)

at+c = 3
—a+b = 0
—-b+c = 1
1 0 1 a 3
-1 1 0 b |=1020
0o -1 1 c 1

Fra ¢) ser viat a =1, b =1 og ¢ = 2. Dermed far vi at
241 1 2
/ 3x* + dz:/x+ der/ do —
(x2+1)(x—1) x2+1 x—1

T 1

/ % dx + arctanz 4 In(z — 1)2
x

Integralet som star att, lgyser vi ved variabelbyte:

u(x) = 22+1
g—g = 2z
dx = @ glik at

22
[#5gde = [£2& =1 uldu=flnfu/+C=IV2>+1+C
Vi far:

2




Hggskolen i Oslo og Akershus

Oppgéave 3

a) f(t) = 2(t+10)e~*/10 gir kor mykje vatn som renn inn per tid. Vassmengda
etter eitt minutt finn vi da ved a rekne ut integralet

60 1 60
ft)dt = 7/ (t+10)e /10t
0 2 0

Vi reknar ut integralet ved delvis integrasjon: f; wv' dt = [uv]® — f; v dt
u =1t + 10, u =1
v = €_t/10, v = _106—15/10

60

1 60 60
Ftydt = = ([—10(t+ 10)e—t/1°} —/ 1-(—10) e~t/10 dt) -
0 2 0 0
400

60
5 [70e75 —10] + 5 [—1064/10}0 = 50— 350e ™0 —50(c* — 1) = 100 — —
Altsé, etter eitt minutt er der (100 — 252) dl = 10 — 42 1 ~ 10 | vatn.

b) Vatnet har ogsa form som ei kjegle. Difor vert volumet V = /3 r%y, der r
er radiusen i sirkelskiva pa toppen av vasskjegla. Pa grunn av formliksap,
vil forholdet mellom denne radiusen og radiusen i heile kjegla, R, vere lik
forholdet mellom vasshggda y og totalhggda H. Altsa

r_ k. _R
vy H-""HY

Dermed blir volumet av vatnet

(R \° TR , 7w(4.0dm)? 5 ® 4
3\H 3H 3 (8.0 dm) 12

¢) Vi har fatt vite at y(0) = 8.0 dm og at V’'(0) = —1/160 dm?/s.

V) = 55 W)

V() = 53wy =7 )’y @)

iy AV

0= e

s AVI(0) 4 (- dm®/s) 1

v = e 7r(8.600dm)2 = 560, /8
Vatnet minkar med med 54— dm/s.

d) Vi lar no y vere gitt i dm.

V2
—To VY= v’y y(0) =80
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Differensiallikninga er separabel:

Ve e
10 dt
2
2-1/2 g — —idt
y y 0
2
gy = Y2 14
/y y 0
e V2,0
341 10

y5/2 — g <C/_ \1/O§t>
2/5
y(t) = (c - \ft> (C =5C"/2)

Vi brukar initialkravet til & bestemme C':

y(0) = 8.0
(C -0 = 80
C = 802

Dermed far vi lgysinga

2/5
y(t) = <8.05/2 - \ft>

e) —%\/ﬂ—&- 0.25 = Zy2y/
Nar vatnet renn like fort inn som ut, vil ikkje vasshggda y endre seg. Vi
vil difor ha at 3’ = 0. Vi kan finne ut kva y vil nerme seg nar y’ — 0 ved

& sette y' = 0 inn i differensiallikninga over:

\@W T o
_ 25 = —y*-
10 Vy+0.25 4y 0
2 1
40 4
T 1
= ./9 - -
a0V 4
10
V2y = —
T
100
50
Yy = )
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y vil nerme seg 50/72.

Oppgéave 4

a)
y' +2y +2y=0, y(0)=0, ' (0)=1

Vi gar ut fra at lgysinga er pa forma y = ™.

y'(z) = re”
y'(w) = e
Dette gir
r2e’® 4 2re™ 4 2™ =0
24 2r+2=0
—24+v22-4-1-2 —2++—4 ,
r= 5 1 = 5 =143

Generell lgysing:
y(z) = Ae I 4 Be(T1T = 77 (Ae™ 4+ Be ')

Vi bestemmer A og B ved initialkrava:
() = (=1 +i)Ae(71HD7 4 (—1 — i) Be(~17D"

y(0) = 0
y'(0) = 1
Ae + Bel =0
(=1+i)Ae® + (-1 —i)Be® = 1
A+B =0
(-1+9)A—-(1+¢B = 1
Den gvste likninga gir at B = —A. Dette set vi inn i den nederste likninga:
(-14+9)A-(1+i)(-4) = 1
—A+iA+A+iA = 1
slik at 1 )
i i
2 2 ® 2
Dermed:
_ 1 _
y(x) — ¢ (_ et + e i) _
—Ee_I (e —e ™) = _f'e—a: (2isinz) =e “sina
2 2 N
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b)A:(? _;’)

Eigenvektor v og eigenverdi A oppfyller

Av=A v (A—-A)v=0

For at denne likninga skal ha ikkje-trivielle lgysingar, ma determinanten
til koeffisientmatrisa i likninga til hggre vere 0:

det (A—\L) = 0

2-\ -3
1 —2-2) 0
(2-=XN(-2-X)—-(-3)-1 = 0
AM—-1 = 0
A = +1

Eigenvektor for A\y = —1:

(Y Lol ) () i O(

V1 — V2

1
V1:’U1<1>

Eigenvektor for Ay = +1:

() ()

v — 3'02

Il Il
o —

U1 = 3’02

(V)
Vo = Vg 1

Eigenverdiar med tilhgyrande eigenvektorar:

Al—lmedvl—(}> og Ag—lmeva—<?>

o (v )=2(5) (o )=(V)

Den generelle lgysinga er gitt ved

( Z/C ) = AeM'vy + BeMlvy |
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der \; og vy, i € {1,2}, er eigenverdiane og eigenvektorane til A. Desse
fann vi i den forige deloppgava, slik at

()= (1 )+m(?)

A og B blir bestemt ved initialkravet:
(o) = (1)
y(0) 1
1 3 0
) (3) = ()
A+ 3B _ 0
A+ B o 1
Den gvste komponenten i vektorlikninga gir at A = —3B. Vi set dette inn

i den nederste og far at —3B + B = 1, slik at B = —1/2 og A = 3/2.
Dermed vert lgysinga

()5 (1) (1)

Vi skriv opp att initialverdiproblemet over som to separate likningar:

!

r = 2x -3y
"= -2y

Om vi deriverar begge sider i den fyrste likninga, far vi at ' = 22’ — 3y/'.
Vi set likninga for ¢’ inn i denne og far at =" = 22’ — 3(xz — 2y). Om vi
lgyser den fyrste likninga for y, far vi at y = (22 — 2’)/3. Dette set vi inn
og far at

2
x”:2x’—3<x—3(2x—m')> =2 -3z +4dx—-22"'=x 2" —x=0

Sidan differensiallikninga er av 2. orden, treng vi to initialkrav for z. Vi har
alt at £(0) = 0. Sidan y(0) = 1, gir den opprinnelege differensiallikninga
at 2/(0) = 22(0) — 3y(0) =2 -0 — 3 - 1 = —3. Initialverdiproblemet vert

2'(t)—x(t)=0, z(0)=0, 2/(0)=-3

Kontroll: Vi sjekkar at svaret i deloppgéave c¢) faktisk er ei lgysing av dette
initialverdiproblemet.

3 Lo 3¢ 4
z(t) = ¢ ~lf§e .3775(6 —e™)
(D) = o e
/" 3 t —t
() = —5(6 —e )y =x(t)
') —z(t) = 0

10
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Differensiallikninga er oppfyld. Vi skal ogsa ha at x(0) = 0 og 2'(0) = —3:

z(0) = —5(6 —e %) =0
Z(0) = —g(eo—&-e_o)——i%

Vi ser at initialkrava ogsa er oppfylde.

11



