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Oppgéave 1
a) i)
f@) = Inz+sin(2x)
fllx) = % + cos(2z) - (2z) = % + 2 cos(2x)
i)

glz) = V1 +a2
/ 1
"(z) = (%) 1+x2+e3x(\/1+x2) =33/ 1422 +e3 ——— 20 =
J'(z) (€’) W1+ a2
3e37(1 + a?) + xe®®  €3*(32% + . + 3)
V14 2? V14 2?
i)
/(xl‘Q—i-sin(Sx)) de = #xl'zﬂ—i—l(—cos(Sx))—&—C:ix2‘2—1cos(3x)+0
1.241 3 2.2 3
i)
flzlenzdx:
Delvis integrasjon: fab w' dx = [uv]® — f; u'vdz
u=lnzr=u=1/x
v =22 <=v=03/3
2 2 2 372
1 1 1 1 1
/x21nxdx = |z2%nz —/ S Sdr =2 .2%m2-0—2 |2 | =
! 3 R A 313,
8 1 8 7
—n2—--(2)-1)=-In2— -
gh2—g@ —l=3h2-3

i)
. 2z
lim :
z— -1 1 — 22
1—2%2—=0narz — —1o0g2xr — —2nar x — —1.
Difor vil 22 — +o0o nér  — —1; grenseverdien eksisterar ikkje.

ii)

Vi innfgrer variabelbytet ¢t = 1/x. Vi ser at t — 07 nar z — oo.

2
lim «? (1—0052> = lim <1) (1 —cos(2t)) = lim LOS(%)

z— 0o T t— 0+ \ [t t—s 0+ 12
2sin(2t 3
AL GO T L T
t— 0+ 2t u—0 U =

Vi har her brukt L’Hopitals regel og innfgrt variabelbytet u = 2t¢.
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Oppgéave 2

a=(1 )

a) Vi finn eigenverdiane og eigenvektorane til A.
Karakteristisk likning: det(A — AI) =0

4 —4 - )

N C BN e R

‘8—/\ -5 ’:(8_>\)(_4_)\)_4.(_5):)\2—4)\—12

A=—-2 V A=6

Eigenverdiane er Ay = —2 og A\ = 6.

Eigenvektor for \; = —2:
(A-—XMD)x=0,x= ( 1
L2

Eigenvektor for Ay = 6:

2
AA?I( —10>N<0
5
5L2 5
2r1 —bro =0, x= (2@):;:@(2).

Eigenvektor: vy = ( )
Diagonalisering: A = PDP~! med

1 5 . -2 0
P = (V1|V2) = ( 2 9 ) OgD:dlag()‘la)‘Q) - ( 0 6 )

Kontroll: A= PDP~! = AP = PD.
8 =5 15 -2 30
AP:<4 —4)(2 2)‘(—4 12)‘
15 —2 0 —2 30\ _
ro=(5)( W 6)=(2 %)=ar
b) Differensiallikninga kan skrivast som

(5)=(2)
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Den generelle lgysinga av likninga er gitt ved eigen-verdiane og eigenvek-
torane slik:

1 = CleAltV1 + CzeAthQ = 0167% L + CQSGt X
T2 2 2

Cre 2t 4 504e5
2(C1€72t + Cgeﬁt)

.131(75) = 016_2t + 50266t
l‘g(t) = 2(016_% + Cgeﬁt)
Oppgéave 3

F(t) = 1—t+gsin (gt) Dy =10,4]

a) Folketalet aukar raskast nar f er maksimal. Vi deriverar:

ft)=-1+ SCOS (%t) . g = —1+ 2cos (%t)

Vi finn nullpunkta til f’:
f'(t) =0<% cos (gt) =1/2& 7/3t=7/34n-21 V 7/3t = —7/3+2nm,

dern €Z.Det girt=146nVt=—1+6n. Sidan ¢ € [0,4], har f’ berre
eitt nullpunkt: ¢t = 1.

Av einingssirkelen kan vi sja at f/(t) > Onar 0 < ¢t < 1 og at f'(t) <0
nar 1 <t < 4. Dermed har f eit toppunkt for £ = 1 og minimalpunkt for
t =0 og t = 4. (Sja forteiknskjema for f.)

Folketalet veks altsa raskast etter eitt ar.
f(0)=1,f(4)=1—4+6/r sin(4n/3) = —=3(1 + v/3/7) < 0. Det at f’ er
negativ, betyr at folketalet vil avta. Folketalet avtar raskast etter 4 ar.
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b) Sidan f er farten folketalet endrar seg med, vil den totale endringa vere
integralet av denne.

/04f(t)dt/04 <1t+2sin <gt>> dt = {t;t2+76r~i(cos (gt))}

4
1, 18 /=« 2 18 d4n 18 27
<t_2t _7T_2COS(3t>)O:4_2_7T2COS3_0+7T2:_4+:

Sidan 27/72 < 27/3% = 3 < 4, vil integralet bli negativt. Altsi vil folke-
talet totalt ha avtatt etter desse fire ara om modellen stemmer. Totalt vil
det ha avtatt med ca. 1000 - (4 — 27/72) personar.

c) Dersom vi let totalt folketal vere N(t), vil vi ha at f(¢t) = N'(t). N er
maksimal nar N’(¢) endrar forteikn fra positiv til negativ — eller i eit
randpunkt. Sidan f(t) er kontinuerleg og gitt monotonieigenskapene og
randverdiane til f, som vi fann i a), vil f endre forteikn berre ein gong pa
definisjonsmengda. Vidare ser vi at f fyrst er positiv og sa negativ. Dermed
vil N(t) vere maksimal nar f(¢) = 0. (Sja forteiknskjema for N'(t) = f(¢).)

N'te)= £t Q(L _____
Nt /’?\

CE (4, 4)
Oppgéave 4
3 4 -1 6 8 —2
8L)2’4:2<11 3)2(22 6)
0 -1 4
3 4 -1 74 6
AB:( ) 2 2 o :< )
11 3 Tl s 5 4 —4

B2 — 3A er ikkje definert sidan B og B? har 3 sgyler og A har 2 rekkjer.
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b) For & finne B~!, rekkereduserar vi totalmatrisa (B|I3) slik at vi far I3 til

venstre:
0 -1 4.1 0 0
22—23010
1 1f23001

1 1 -2 0 0 1Y\ -2
|
2 2 -2, 0 0 J

—_

t 4

N =

o O

il

o =
|
T
|
LT
)
o O
[
|
—

)
N [—=
|
—

o =

=

o O
\

_= O
[
\ |
N

N

001, 01 1
2
100 1 -1 3
~l 010 -1 2 -4
|
001, o 1 -1
2
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2 -2 6
B7l=1|-2 4 -8
0 1 -2

c¢) Likningsystemet har eintydig lgysing nér determinanten til koeffesientma-

trisa er ulik 0.

a—1 -1 a+3 a 0 2a
2 a+1l —(a+1)|=|2 a+1 —(a+1)
1 1 a—3 1 1 a—3
—a| T T a4 (@ —5)+ (a+5)
a—95
a®(a —3)

Systemet har eksakt ei lgsning nar a ¢ {0, 3}.

d) Totalmatrise med ¢ =0 :

-1 -1 3 -2 -1

1 1 -3 2
~1 2 1 -1 2
11 -3 2

H
—
&
[\

o
o
o
o

a 0
2 a+1
1 1

0
—(a+5)
a—>5
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10 20
~1 0 1 =5 2
00 00

x + 2z = 0
y — bz = 2

xr=—2z

y=2+5z

x = —2t

y=2+5t

z =
T 0 -2
Y = 2 + ¢ 5
z 0 1
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—_

1 0 2

11 0 2
~1 01 -2 -1
0 0 0 -9

Av den nederste rada ser vi at likningssystemet er inkonsistent. Systemet har inga lgysing nar a = 3.

e) Viser at nar a = 1, vert koeffesientmatrisa til likningssystemet lik matrisa
B i deloppgave a). Vi har difor at

x —2
Bl y | = 2
z 2
slik at
T -2 2 -2 6 -2 2
y | =B~ 2 |=31f 2 4 -8 2 | = -2
2 2 0 1 -2 2 -1

r=2,y=-2,z=—1.

Oppgéave 5

a)
y'+6y +13y =0, y(0)=0,y(0)=1

Vi gar ut fré at lgysinga kan skrivast pa forma y = ™. Det gir at y’ = re™

og iy’ =r?e"t, slik at vi far

re +6re’ +13e™ = 0
rP+6r+13 = 0
_ 2 _4.1.
.o 6+v62—4-1 13:73i2i

21

Generell lgysing: y = e 3% (A cos(2x) + Bsin(2z)).
Initialkrav: y(0) =0« e%(4-1+B-0)=0& A=0.
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y' = —3e73" . Bsin(2x) + €737 - B 4 -2 cos(2x) =
Be 3%(2cos(2x) — 3sin(2x)).
Initialkrav: y/(0) = 1 < Be®(2-1—0) =1 < B = 1/2.

Lgysing:
1 _.
y(z) = 5673@ sin(2x)
b)

d 2

dr  y+ 22y

dy 2v 2 1

de  y+ax2y 1+22 y

2z
dy = ——d
yay 1+ 22 €L

2x
/ydy = /mdﬂc

Integralet pa hggre side kan lgysast ved variabelbyte:

uw=1+22 du=2xdx.

[ de = [1/udu=In|u[+ C =In(1+2?) + C.

Dermed far vi at 1y? = In(1 + 2%) + C.

Initialkravet gir at 1/2 - (—2)? = In(1 + 0) + C slik at C' = 2. Dermed far

vi:
Lo 2
Qv = In(1+2°)+2
y = +£/2In(1+22)+4

Vi ma velge minus-lgysinga pa grunn av initialkravet:

y=—v/2In(1 +22) +4

y +3y=sinz, y(0)=0
Integrerande faktor: e’ ®) der F’(z) = 3. Vi vel F = 3x.

Ay +3y) = e sinz
(e*y) = e*sinx
ety = / 3% sin z dx
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Integralet pa hggre side kan lgysast ved & bruke delvis integrasjon to
gonger:

/63’” sinz dr = e3"(— cosx) — /363”’ cosx dr = —e3” cosx + 3/63’” cosrdr =
—e37 cosa + 3 (eSz sinx — /363m sinx dx) = e3%(3sinx — cosx) — 9 / T sinx dr <
(1+ 9)/63“' sinzdr = **(3sinz — cosz) + C; &
3z s 1 3x :
e** sinx dx = o€ (3sinz — cosx) + Co
Dermed far vi at

1 . 3 . 1 -
y(z) = 3" <1Oe3m(3 sinz — cosx) + 02) = Esmx—ﬁcosx—i—Cge sz,

Initialkrav: y(0) =0
Det gir at 0 = 3/10 sin0 — 1/10 cos 0+ Cy - €, slik at Cy = 1/10. Dermed

far vi at
() = 5 sing — s cosa + 1oe
y(z) = gsine — 7o+ e
Oppgéave 6
1 1 0 0 0 0
a) S(1 0 |)=| 0 ,S(11T =0 og S(1 0 h=[0
0 0 0 0 1 1
1 0 0
girat A= 0 0 0
0 0 1
1 0 0 -1 0
T 0 |) = 1 , T(| 1 |) = 4 og T([ 0 ]) =
0 -5 0 3 1
2
-7
0
0 -1 2
girat B = 1 4 -7
-5 3 0

10
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b) Standardmatrisa til transformasjonen ST er

1 00 0o -1 2 0 -1 2

AB=[ 0 0 O 1 4 -7 ]= 0 00

0 0 1 -5 3 0 -5 3 0
Standardmatrisa til transformasjonen T'S er

0 -1 2 100 0 2

BA = 1 4 -7 00 0 |= 1 -7

-5 3 0 0 0 1 -5 0

11



