EKSAMEN I MATEMATIKK 1000

OPPGAVE 1

a) Finn den deriverte av disse funksjonene:
f(x) = 2% og g(x) = In(tan(x)) + 3.
b) Finn de fplgende ubestemte integralene:
i) [(2®+ze™")dx og ii) [ cos®zsinzda.
c¢) Finn de fglgende bestemte integralene:
i) [, 22 cos(3z) dx og ii) fol r2e3” d.
d) Lgs ligningene nedenfor. Svaret i det andre tilfellet skal skrives pa polarform
eller pa kartesisk form:

i) In(22 — 32 +3) =0,z € R, ogii) (3+4)2 =2+5i, i=+—1,2€C.
Lgsningsforslag.
a) f'(x) = 3m265°’” + Ha3ed?
g/(l’) = tanar:cos2 + 3.

b) 1) [(«? +mex)dx—i (=3) [e*du=ja* —Je" +C = ;114 1*:’3 +C’
ii) [ cos® xsin xdx—qu-—(—sm zdr) ——fu du—— +C = —3 cos® a+
C.

i) fjl 2z cos 3z dz =0
12395 _ 21 3z 3z _ 1.3 2 rl e3¢ _ 1,3
i) [y 2% de = [273e ] fo 203’ de = €3 — 2 [Jae’de = se
3

2 (frde]i— 3o de) = 30— 3 (300 [100:) - 46 -2
d) i) In(z? =3z +3) =0
22 —-3x+3=1

leellerfx:%f
N L 645 | s3vB—2
ii) z = 3P + 195

OPPGAVE 2

Det fglgende ukommenterte skriptet er en implementering av Newtons metode:

1 x0 =0.1 ;

2 x = x0 ;

3 while (abs(exp(exp(x))+log(x)) >= 0.001)

4 x = x - (exp(exp(x)) + log(x)) ./ (exp(exp(x)).x exp(x) + 1./x) ;
5 end

6 X

Skriptet kan kjores i octave eller MATLAB. abs(x) regner ut absoluttverdien (tall-
verdien) |x| til argumentet x, exp (x) gir e* mens log(x) gir den naturlige logaritmen
In(x). Du kan referere til linjenummerne til venstre i svaret dit.

Skriv ned ligningen vi forsgker lgse med denne koden. Hvordan kan vi ved en liten
justering av skriptet fa et mer ngyaktig svar?
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Lgsningsforslag. Skriptet lgser ligningen f(z) = 0 hvor f(x) = e + In(z).
Vi kan fa en mere presis lgsning ved a erstatte tallet 0.001 i linje 3 med et mindre,
men positivt tall, f.eks. 0.0000001. Dette tallet angir toleransen i lgsningen.

OPPGAVE 3

Et fiskesngre trekkes inn med en hastighet pa 0.3m/s. Tuppen av fiskestangen
holdes hele tiden 2m over vannflaten, sngret er alltid stramt, sluken ligger hele tiden
i vannskorpen, og det trekkes vinkelrett inn mot land. Hvor fort nsermer sluken seg
land nar avstanden fra tuppen og ut til sluken er 5m?

Lgsningsforslag. Her kan vi forst tegne en figur, og sa bruke Pythagoras leere-
setning. La avstanden fra tuppen av fiskestangen til sluken (ved tid t) veere s(t)
og avstanden fra sluken og inn til land (langs vannflaten) veere z(¢). Da finner vi
s(t)* = z(t)* + 22, og ved implisitt derivasjon finner vi 2s(t)s'(t) = 2z(t)2’(t) + 0. Vi

finner da farten som /(t) = %i)(t) = % ~ 0.32733.

OPPGAVE 4

a) Gitt disse matrisene:

2 5 9
2 0 -1 11 —4
a-{1s )= ( ).e=( )
9 5 6 4 3 2 0 5 -2

regn ut (om uttrykkene er definert) A+ B, AB, BA og 2B —5C'". Dersom noen
av uttrykkene ikke er definert skal du forklare hvorfor.
b) Regn ut determinanten til matrisen A. Bruk svaret til a forklare at A er
invertibel.
¢) Finn den inverse matrisen A~!.
d) Gitt ligningssystemet
T, +ars = 1
21’1 + 41’2 =)
bestem parameterne a og b slik at systemet har i) én éntydig lgsning, ii)
uendelig mange lgsninger og iii) ingen lgsning.

Lgsningsforslag.

a) A+ B er ikke definert siden A og B ikke har samme dimensjoner.
AB er ikke definert siden A har 3 sgyler mens B har bare 2 rader.

2 5 4
BA:(15 39 44)

2B—5C:<_1 = 18).

8§ —19 14
b) det(A) =1
c) A er invertibel siden det(A) # 0. Den inverse kan finnes ved rekkereduksjon:
-2 =5 5
At=(2 2 -3
-1 0 1
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d) Vi kan fgrst skrive ligningssystemet pa matriseform med koeffisientmatrise
A = (19%) og hgyresidevektor ¢ = (}) og da far ligningssytemet formen Az =
c. Vi finner forst at determinanten til A er null bare dersom a = 2, sa for
alle a # 2 har systemet éntydig lgsning. Dersom a = 2 ma vi undersgke
ngyere, siden svaret na avhenger av hgyresiden ogsa. Vi finner at dersom b = 2
har vi uendelig mange lgsninger, og for alle andre verdier av b er systemet
inkonsistent, og det finnes altsa ingen lgsninger.

OPPGAVE 5

a) Vis detaljert at lgsningen y(z) av differensialligningen 3’ = —;r—yy tilfredstiller
ligningen 81n(y(z)) + y(z) = —5x + C for en konstant C' € R.

b) Lgs initialverdiproblemet y” + y = sin(3x), y'(0) =y(0)=1

c) Pa slutten av oppgavesettet er det gitt en figur med tittel “Retningsfelt” som
gir retningsfeltet for en differensialligning pa formen y' = F(z,y). Figuren er
repetert to ganger slik at du kan bruke den ene som kladd. Du skal i) Forklare
hva et retningsfelt er og hvordan det kan brukes til & skissere tilnsermede
lgsninger for en differensialligning, ii) Tegne inn i retningsfeltet tre lgsninger,
en du velger selv, en som gar gjennom punktet (z,y) = (—1.5,—0.5) og en
som gar gjennom punktet (z,y) = (-2, 1.5).

d) Skriptet nedenfor, som kan kjgres i octave eller MATLAB, estimerer lpsningen
av et initialverdiproblem. Hvilket? i) Om vi antar at skriptet i utgangspunktet
gir en noksa presis lgsning, hvordan kan vi modifisere det for a finne en mere
presis lgsning? ii) Hvordan kan vi modifisere skriptet for & finne en lgsning
som starter i punktet (x,y) = (0.0,2.5)7

1 x0=0.0;
2 xsiste=10.0;
3 y0=1.0;
4 n=40; % antall steg
5 h = (xsiste-x0)./n ; % steglengden
6 x = x0:h:xsiste;
7 y=zeros(1l,n+1) ; % initialiserer y
8 y(1)=y0;
9 F = 0(x,y) (sin(x) .* cos(y) )./(x+1) ;
10 for k=1:n
11 y(k+1) = y(k) + F(x(k), y(k)) .* h ;
12 end
13
14 plot(x,y)
Lgsningsforslag.
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a) Generell lgsning kan finnes ved metoden for separable ligninger. Omskriv fgrst

) =t~

(2) /Mdy = —5/d;1::—5x+0
(3) /“% — 5o+ C

0 /—+/dy _ setC

(5) 8ln(y(x)) + = —5z+C

b) Vi starter med & finne karakteristisk ligning, som er r*> + 1 = 0, som har
Igsninger r = 4. Da har vi at generell lgsning av den tilsvarende homogene
ligningen er

=e"(Bcos x4+ Csin x) = (Bcos x + C'sin z)

siden a = 0 (realdelen av lgsningen til karakteristisk ligning). Vi kan gjette
at en partikuleer lgsning av den inhomogene ligningen har formen y(z) =
R cos 3z + S'sin 3x og ved derivasjon, og sette inn i ligningen finner vi endelig
R =0, og S = —1/8. Sa den partikulsere lgsningen vi finner er

1
y(x) = —3 sin 3z.

Det viser at den generelle lgsningen av den inhomogene ligningen ogsa kan
skrives som

1
y(x) = Acos v + Bsin z — gsin 3.

N& kan vi bruke de gitte initialbetingelsene og finner A = 1, B = 11/8. Lgs-
ningen av initialverdiproblemet blir dermed

11 1 .
y(x) :cosx+§smx—§sm 3z.

c¢) Retningsfelt: Se den scannede skissen lagt sist i lgsningsforslaget. Forklaring,
hva er et retningsfelt? Retningsfelt er en figur i et koordinatsystem med x—akse
og y—akse hvor i et et valgt grid av verdier tegner sma linjestykker med stig-
ningstall lik F(z,y), altsa lik den deriverte til en lgsningskurve som gar gjen-
nom punktet. En lgsningskurve har da egenskapen at den er overalt tangent
til de sma linjestykkene.

d) Skript for Eulers metode: Lgser initialverdiproblemet ' = F'(z,y) hvor F(x,y) =
Sm;%, og vi setter kravet y(0) = 1. Skriptet kan modifiseres for ’gi en mer
presis lgsning ved & endre i linje 4, sette antall steg n til en hgyere verdi. ii)
For & finne en lgsning som starter i punktet (x,y) = (0.0,2.5), kan vi endre
20 1 linje 1 og 40 i linje 3.

OPPGAVE 6

Den linezere transformasjonen 7': R? — R? representerer refleksjon i planet R?
gjennom linjen y = x. Finn standardmatrisen til 7.

4
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Lgsningsforslag. Her hjelper det & tegne en figur! Betegn standardmatrisen til T’
med A. Vi finner A ved a se hvordan T virker pa standard enhetsvektorene i planet,

. 01
e1 og eo. Finner A = <1 O>'

VEKTLEGGING PR. OPPGAVE VED SENSUR

Ved sensur ble brukt fglgende maksimale poeng pr oppgave:
Oppgave lai |2
Oppgave 1aii
Oppgave 1bi
Oppgave 1bii
Oppgave 1ci
Oppgave 1cii
Oppgave 1di
Oppgave 1dii
Oppgave 2a
Oppgave 2b
Oppgave 3
Oppgave 4a
Oppgave 4b
Oppgave 4c
Oppgave 4d
Oppgave Ha
Oppgave bb
Oppgave 5c
Oppgave 5d
Oppgave 6
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