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Lgsningsforslag

1

Uttrykk felgende komplekse tall bade pa kartesisk form som a + bi og pa polar form
som re (r >0 o0g 0 <0 < 27). Svarene skal gis eksakt

a) 23.54 — 23.54i
b)
) o LHmi/6
)

d) (1+v3i)e’m/

a) Tallet er allerede pa kartesisk form. Pa polar form er tallet gitt ved

23.54 - \/2e17/4,

b) Vi ganger ut og far (1 —4)?> = —2i. Dette er den kartesiske formen. Vi ser at
vinkelen er —7/2. Legger vi til et helt omlgp far vi 37/2 radian (vinkelen skal
oppgis mellom 0 og 27). Lengden er lik 2. Pa polar form er tallet gitt ved

2637Ti/2.
c) Pa polarform er tallet gitt ved
1 wi/6
—e™/®.
e
Pa kartesisk form er tallet gitt ved
. 3 1
e~ 1m0 — eY(cos(n/6) + isin(m/6)) = 2£ + 2—2
e e



d) Vi uttrykker begge faktorene pa bade kartesisk og polar form. Vi har at (1‘—1-
V/3i) = 2e™/3 og €374 = (—141) /+/2. Pa kartesisk form er derfor (1++/3i)e*™/

lik
(14 V3i)(=1+14)/vV2 = (=1 =3)/V2+ (1 —V3)i/V2.
Pa polar form er (14 v/3i)e*™/* lik

267ri/3637ri/4 _ 267ri(1/3+3/4) _ 2613ﬁi/12.

e) Pa kartesisk form er

—1—i (—1—@@@éwy_—v§—1+(1—v®¢

VB+io (VB+i)(V3—i) 4 4

Vi beskriver hver av faktorene pa polar form og benytter dette til a finne kvoti-
enten. Vi ser at —1 — i = /24 og /3 + i = 2¢™/6. Dette gir at

—1—3 B \/§€5ﬂi/4
\/§+i © 9emi/6

Alternativt kunne vi benyttet resultatet i d).

— (\/ﬁ/z)eﬂ(u’)/‘l*l/ﬁ) — (1/\/§)el3m/12_

2

Lgs folgende likninger over C (finn lgsninger blant de komplekse tallene). Oppgi svarene
eksakt.

a) iz — V3 =i

b) eTri/4Z + e7ri/6 =0

z—1
c) =1
z+1
V3 -1
d) Z:\/§—z

LF: Eg har oppgitt svarene pa den formen som eg syntes var enklest tilgjengelig.
Om dere har oppgitt dem pa en annen form er det helt greit sa lenge det er riktige tall
(og svaret er oppgitt eksakt og ikke bare som en tilnaeremet lgsning).

a) Lgsningen til likningen iz — V3 =i er

2= (i+V3)/i=1-/3i



b)

Losningen til likningen ™%z + ™/ = 0 er

5= _e7r2/6/€7rz/4 — ewzew2(1/6—1/4) 6117”/12.

Lengden til tallet i polar form skal vaere ikke-negativ. Derfor har vi uttrykt —1
som e™, tallet med lengde 1 og vinkel 7 radian.

Likningen T = i er ekvalent til z —1 =1i(z+1) sa fremt z + 1 # 0. Vi ganger

ut og samler sammen ledd med z som en faktor pa venstre side:
z(1—d)=1+1
Derfor er lgsningen
14 (T4 H+19)

Rl ) T s Sk

—V3i—1
z

z

Lgsningen til likningen z = er det samme som rgttene til

2= V31

(siden z = 0 ikke er en lgsning). For & finne n-rgtter er det hensiktsmessig a
skrive om det komplekse taller vi skal ta rgttene av pa polar form. Vi har at

—V/3i — 1 = 203

Vi finner én kvadratrot ved a la lengden veere lik kvadratroten av lengden 2 og
vinkelen veere halvparten av 47 /3. Den andre roten far vi ved & snu fortegnet til
den forste roten. Lgsningene er derfor

V/2e2mil3 og /26573

Likningen z* + (1 4+ i)z = —i er en annengradslikning. Lgsningene kan vi finne
fra annengradsformelen (kalles ogsa abc-formelen). Det har ikke noe & si hvilke
kvadratrot vi velger siden begge benyttes i formelen. Alternativt kan vi ogsa
finne lgsningene direkte ved a fullfgre kvadratet (det er slik annengradsforemelne
utledes). La oss benytte annengadsformelen. Likningen 2? 4+ (1 4+ 14)z +i = 0 har
a=1,b0=1410g c=1. Setter vi dette inn i annengadsformelen far vi

LotV +)2-4-1-i  —(140)+V2i—4i _

2-1 2

—(1+7J):|:\/—_2i: —(1+414) £ (1 —14)
2 2

Rgtten er derfor —i og —1.
(Sett gjerne tallene inn i likningen og sjekket at de faktisk er lgsninger.)

1
Likningen zZ = — er ekvivalent til
z

zP=2-2=1
(nar z # 0). Losningen er derfor alle komplekse tall med lengde 1 til origo. Dette
er enhetssirkelen i det komplekse plan (med senter i origo).

Dette eksempelet viser at en “annengradslikning” i bade z og dens konjugerte kan
ha uendelig mange lgsninger.
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Faktoriser folgende polynomer som et produkt av:
1) irredusible reelle polynomer og
2) lineaere komplekse polynomer

a) 2 + 3z
b) 20 + 823
c) yt +1
Hint: I deloppgave c) er det kanskje enklest & forst finne den komplekse faktoriseringn

forst og deretter benytte denne til & finne den reelle faktorisetingen.

LF: a) Vi har folgende faktorisering over de reelle tall:
2?4 31 = 2(2* + 3).

Polynomet z? + 3 er irredusibelt over de reelle tall. Det méi veere irredusibelt fordi
22 + 3 > 3 for alle z, sa polynomet kan ikkje veere et produkt av to lineszere ledd med
reelle koeffisienter.

Over de komplekse tall faktoriserer alle polynomer som et produkt av linezre fak-
torer. Dette er fundamentalteoremet i algebra. Likningen x> +3 = 0 har rgttene ++/34.
Faktoriseringe over de komplekse tall der derfor gitt ved

2® + 3z = x(z + V3i)(z — V/3i).
b) Vi har faktoriseringen 2° + 823 = 23(23 + 8). Vi ser (kanskje?) at —2 er en rot.
Derfor er z + 2 en faktor. Polynomdivisjon gir folgende faktorisering
P24 2)(2% — 22+ 4).

Fullfgring av kvadratet gir at 22 — 22z +4 = (z — 1)+ 3 > 3 for alle reelle z. Derfor
er faktoriseringen over de reelle tall gitt ved

P24 2)(2% — 22+ 4).

Rgttene til
2 —224+4=(2—-1+3=0

er z=1=4+/3i.
Over de komplekse tall er derfor faktoriseringen gitt ved

F 4828 =222 +2)(2—1—V3i)(z— 1+ V3i)

Alternativt kan vi finne rottene til 2> + 8 = 0 og benytte dem til & faktorisere
uttrykket. En rot har lengde v/8 = 2 og vinkel 7/3. De andre rgttene finner vi ved &
gange med 3-rotter av enhetselementet. Det er 1, €2™/3 og e*™/3, Resultatet blir selvsagt
det samme.

¢) Uttrykket y* 4 1 er positivt for alle reelle y. Det har derfor ingen reelle rgtter og
da heller ingen reelle faktorerer av grad 1.



En lgsning til likningen y* = —1 = ™ er
em‘/4 _ (1 + 2)/\/5

De andre lgsningene far vi ved 4 gange denne med enhetsrotter av 1 (av grad 4). Disse
er 1,7, —1, —. Faktoriseringen er derfor

yirl= (- A+l - 1 =)/V2)ly = (1 +)/V2y — (-1 ) /V2).

Dette er den komplekse faktoriseringen. Den reelle faktoriseringen far vi ved & gange
sammen parvis konjugerte uttrykk. Resultatet er

1=+ V2 + 1) - V24 1).
Dette er den reelle faktoriseringen av uttrykket. For mer detaljer se notatene fra 20.

august.

Her er en alternativ mate a finne den reelle faktoriseringen uten bruk av komplekse
tall. Ideen er & skrive om uttrykket som en differanse av to kvadrater og benytte
konjugatsetningen

yirl= (1) 20 = P+ )P - (V)P = (P V2 D) - V2 L)

4

Bestem lgsningene til likningssystemet
(241)z —iw =3
Sbz—(i—1w=2—1i

LF: Her er det to ukjente og to variabler. Vi forventer én lgsning.
Den utvida koeffisientmatrisen er

O el

Vi utferer radoperasjoner. Fgrst ganger vi rad 1 med ¢ deretter legger vi til rad 1
ganget med (i — 1) til rad 2:

(20 —1) 1 3i N (20—-1) 1 3i
5 —(i—1) (2—1) (4—3i) 0 —(1+ 44)
Her har vi benyttet at
Ji(i—1)+2—i=—-1—4iog (20 —1)i—1)+b=-2+1+5-3i=4—3i.

Dette gir at
 —(1+4d)  —(1+4i)(4+30) 8—19%
 (4-3i)) (4-3i)(4+3i) 25

Den andre likningen gir at

(2i —1)(8 —19i) 75 — (35i +30) —6+8i

8 (9% — 1)s = 3 —
w=3— (20— 1)z =31 o o z
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a) En feil (som vi ser en del av i eksamensbesvarelsene) er & pasta at inversen til
en sum a + b er lik summen av inversen til a og b. Vis at dette faktisk aldri er
sant for noen reelle tall. Med andre ord, vis at for reelle tall a og b (slik at a # 0,
b#0oga+0b+#0) sa er alltid

1 1 1
a—l—b7é

PRS
b) Beskriv alle komplekse tallpar a og b slik at
1 1 1

a+b:a+b

er sant (Det finnes uendelig mange slike tallpar).

Hint: Sammenhengen mellom a og b kan for eksempel uttrykkes som en annengrads-
likning i @ med koeffisienter i b.

LF: Vi gjor deloppgavene samtidig. Vi gar systematisk til verks og sammenlikner
brgkene i likningen ved a finne felles nevner.
Likningen

er ekvivalent til likningen

ab bla+b)  ala+b)

abla+b) abla+b)  abla+ D)

Dette er sant hvis og bare hvis

ab = a(a + b) + b(a + b) = a* + 2ab + b*
under forutsetting at a, b og a + b er ulik null. Denne likningen er ekvivalent til
a® +ab+b* = 0.

Vi kan na tenke pa dette som en annengradslikning i variabelen a med koeffisienter
uttrykt i b. (Eller omvendt selvsagt.)
Fullfgrer vi kvadratet (eller benytter annengradsformelen...) far vi

(a+0/2)* — (b/2)* +b* = (a +b/2)* + 3b*/4 =0

Fra dette ser vi at det er ingen reelle tall (husk de ma vzere ulik 0) som gjor dette sant.
Det viser del a). Likningen har ingen reelle lgsninger.
Det er derimot noen komplekse lgsninger.

a+b/2 = +/3ib/2
Sa vi har ‘
a=b(—1+/3i)/2 = be*™/3.
Siden a, b og a + b ma vaere ulik null er lpsningene alle par at tall z og ze™3 hvor z
er ulik 0. Med andre ord lgsningen er (a,b) = (2e™/3, 2) og (a,b) = (z, ze™/3) for z # 0.



