Innlevering DAFE BYFE Matematikk 1000 HIOA
Obligatorisk innlevering 1

Innleveringsfrist  Fredag 22. januar 2016 14:00

Antall oppgaver: 5

Vi anbefaler at dere regner oppgaver fra boken fgrst. Det er en liste med anbefalte
oppgaver pa hjemmesiden til kurset.

Vis mellomregningene deres. Bruk gjerne matlab, men utregningene skal ogsa gjsres
for hand. Dere kan fa hjelp med oppgavene i gvingstimene.

Lasningsforslag
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Uttrykk felgende komplekse tall bade pa kartesisk form som a + bi og pa polar form
som re (r >0 0g 0 <6 < 27). Svarene skal gis eksakt

23.54 — 23.54i
(1—1)*

—147i/6

a
b

c) e

)
)
)
d) (1+ 30’/

11—
e) ‘

V341
LF:

a) Tallet er allerede pa kartesisk form. Pa polar form er tallet gitt ved

23.54 - /26174,

b) Vi ganger ut og far (1 —4)* = —2i. Dette er den kartesiske formen. Vi ser at
vinkelen er —7/2 eller 37/2 radian (vinkelen skal oppgis mellom 0 og 27) og
lengden er lik 2. Pa polar form er tallet gitt ved

2637@/2'
c) Pa polarform er tallet gitt ved
leﬁi/6'
e
Pa kartesisk form er tallet gitt ved
‘ 3 1
e~ 1m0 — e=1(cos(n/6) + isin(m/6)) = \2/—_ + 2—2
e e



d) Vi uttrykker begge faktorene pa bade kartesisk og polar form. Vi har at (1‘—1-
V/3i) = 2e™/3 og €374 = (—141) /+/2. Pa kartesisk form er derfor (1++/3i)e*™/

lik
(14 V3i)(=1+14)/vV2 = (=1 =3)/V2+ (1 —V3)i/V2.
Pa polar form er (1 4 v/3i)e*™/* lik

9p™i/3 3[4 _ o mi(1/3+3/4) _ 9 13mi/12

e) Pa kartesisk form er

—1—i (-1-9(3—-4) —v3-1 (1-+3)i

= = -
V3+i  (V3+i)(V3—1) 4 4
Vi beskriver hver av faktorene pa polar form og benytter dette til a finne kvoti-
enten. Vi ser at —1 — i = /24 og /3 + i = 2¢™/6. Dette gir at
—1—3 B \/5657”/4
\/5—1-2' - 2¢7i/6

= (v/2/2)emB/41/6) = (1/1/2)e!37/12,
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Lgs folgende likninger over C (finn lgsninger blant de komplekse tallene). Oppgi svarene
eksakt.

a) iz —V3=i

b) etz 4 ™6 =0

)z—l_
c Z+1—z

V3 -1
d)Z:\/g—Z

z

f)

I\

e) 22+ (1+i)z = —i
1
z

LF: Eg har oppgitt svarene pa den formen som er enklest tilgjengelig. Om dere har
oppgitt dem pa en annen form er det helt greit sa lenge det er riktige tall (og svaret er
oppgitt eksakt og ikke bare som en tilnaeremet lgsning).

a) Lgsningen til likningen iz — V3 =i er
2= (i+V3))i=1-3i

wi/4 /6

b) Lgsningen til likningen e™/%z 4+ €™/® = 0 er

5= _em/6/6m/4 _ 67r167rz(1/6—1/4) _ 6117rz/12.

Lengden til tallet i polar form skal vaere ikke-negativ. Derfor har vi uttrykt —1
som e™, tallet med lengde 1 og vinkel 7 radian.

2



c)

—1
Likningen 1= i er ekvalent til z —1 =i(z+1) sa fremt z + 1 # 0. Vi ganger

ut og samler sammen ledd med z som en faktor pa venstre side:
z(1—i)=1+1

Derfor er lgsningen

L+ (1441 +1)

R e

—V3i—1

ya
2= _V3i-1

(siden z = 0 ikke er en lgsning). For a finne n-rgtter er det hensiktsmessig a
uttrykke det komplekse taller vi skal ta rgttene av pa polar form. Vi har at

—V/3i — 1 = 2¢'/3

z

Lgsningen til likningen z = er det samme som rgttene til

Vi finner én kvadratrot ved a la lengden veere lik kvadratroten av lengden 2 og
vinkelen veere halvparten av 47 /3. Den andre roten far vi ved & snu fortegnet til
den forste roten. Lgsningene er derfor

/2e2mil3 og /26573

Likningen z* + (1 4+ i)z = —i er en annengradslikning. Lgsningene kan vi finne
fra annengradsformelen (kalles ogsa abc-formelen). Det har ikke noe & si hvilke
kvadratrot vi velger siden begge benyttes i formelen. Alternativt kan vi ogsa
finne lgsningene direkte ved a fullfgre kvadratet (det er slik annengradsforemelne
utledes). La oss benytte annengadsformelen. Likningen 2? 4+ (1 4+ 14)z +i = 0 har
a=1,b=1410g c=1. Setter vi dette inn i formelen far vi

VO 4T (1) V2
B 2.1 - 5 =
—(1+i) £ V=2 —(1+i) £ (1—1)

2 2

Rotten er derfor —i og —1. (Sette gjerne tallene inn i likningen og sjekket at de
faktisk er lgsninger.)

1
Likningen Z = — er ekvivalent til
z

zP=2-2=1
(nar z # 0). Losningen er derfor alle komplekse tall med lengde 1 til origo.
Dette er enhetssirkelen i det komplekse plan (med senter i origo). Vi ser at en

annengradslikning i z og dens konjugerte derfor kan ha uendelig mange lgsninger.
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Faktoriser folgende polynomer som et produkt av:
1) irredusible reelle polynomer og
2) lineaere komplekse polynomer

a) 2 + 3z

b) 20 + 8z

LF: a) Vi har folgende faktorisering over de reelle tall:
2?4+ 37 = 2(2* + 3).

Polynomet z? + 3 er irredusibelt over de reelle tall. Det mé veere irredusibelt fordi
22 4+ 3 > 3 for alle z, sa polynomet kan ikkje veere et produkt av to linesere ledd med
reelle koeffisienter.

Over de komplekse tall faktoriserer alle polynomer som et produkt av lineare fak-
torer. Dette er fundamentalteoremet i algebra. Likningen 22 +3 = 0 har rottene ++/3i.
Faktoriseringe over de komplekse tall der derfor gitt ved

23+ 32 = x(x 4+ V3i) (x — V/3i).

b) Vi har faktoriseringen 2° + 823 = 23(2% + 8). Vi ser (kanskje?) at —2 er en rot.
Derfor er z + 2 en faktor. Polynomdivisjon gir folgende faktorisering

(2 42)(2* — 22+ 4).

Fullfgring av kvadratet gir at 22 — 22z +4 = (z — 1)+ 3 > 3 for alle reelle z. Derfor
er faktoriseringen over de reelle tall gitt ved

2(2+2)(2% — 22+ 4).

Rgttene til
2 —224+4=(2-1+3=0

er z=1=4/3i.
Over de komplekse tall er derfor faktoriseringen gitt ved

4828 =22 +2)(2—1—V3i)(z— 1+ V30)

Alternativt kan vi finne rottene til 2® + 8 = 0 og benytte dem til & faktorisere
uttrykket. En rot har lengde v/8 = 2 og vinkel 7/3. De andre rgttene finner vi ved &
gange med 3-rgtter av enhetselementet. Det er 1,e2™/3 og e*™/3. Dette gir

25 482% = 22 (2 + 2)(2 — 2e™/3) (2 — 2e7™/3)

Resultatet er selvsagt det samme som ovenfor.
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Lgs likningene
a) (1+14)z=(1-19)
b) 62 —i = 2i(3 — 3iz)
c) (1-22)(2-3i)=(3—1)z
d) (2—1)z=3-22(1+1)
LF: a) Vi deler med (1 +4) pa begger sider av likhetstegnet og far

1—i (1—d)(1—d) (1—1i)?

= = = —1

Ti1vi T r)a-—q) 2 —

b) Vi ganger ut parentesene og samler sammen ledd som har en faktor z.
6z —1 =060+ 62

6z —62=06i+1="Tt

0=0-2="T:
Denne pastanden er aldri sann for noen z. Lagsningsmengden er derfor tom.
c)
(1-22)(2—-3i)=(3—1)z
(2—3i)— (4—6i)z=(3—1)z
(2-3i)=B—d)z4+(4—6i)z=(7T—Ti)z
L 2—3i  (2—3i) (1 +19)
ST —d) T =) (1 +9)
C(2-3i)(1+4) 24342030
B 7.2 B 14
_9—1_ 5 1.
T 11
d)

(2—i)z=3—-2z(1+1)
2(2—i4+2(14+1) =3

z(4+1i) =3

4—d) 3(4-i) 12 3

L2

3 3 (4—1
4+ (A+0)(4—i) 4241 1717
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a) En ikke helt uvanlig feil er a pasta at inversen til en sum a + b er lik summen
av inversen til a og b. Vis at dette faktisk aldri er sant for noen reelle tall. Med
andre ord, vis at for reelle tall a og b (slik at a # 0, b # 0 og a + b # 0) sa er

alltid . _
e

b) Beskriv alle komplekse tallpar a og b slik at
11 N 1
a+b a b

er sant (Det finnes uendelig mange slike tallpar).

Hint: Sammenhengen mellom a og b kan for eksempel uttrykkes som en annengrads-
likning i @ med koeffisienter i b.

LF: Vi gjor deloppgavene samtidig. Vi gar systematisk til verks og sammenlikner
brgkene i likningen ved a finne felles nevner.
Likningen
1
a+b

1 N 1
T a b
er ekvivalent til likningen

ab bla+b)  ala+Db)

ab(a +b) abla+0b) abla+b)

Dette er sant hvis og bare hvis

ab = a(a + b) + b(a + b) = a* + 2ab + b*
under forutsetting at a, b og a + b er ulik null. Likningen er ekvivalent til
a* 4+ ab+b* = 0.

Vi kan na tenke pa dette som en annengradslikning i variabelen a med koeffisienter
uttrykt i b. (Eller omvendt selvsagt.)
Fullfgrer vi kvadratet (eller benytter annengradsformelen...) far vi

(a+0/2)* — (b/2)* +b* = (a +b/2)* +3b*/4 =0

Fra dette ser vi at det er ingen reelle tall (husk de méa vzere ulik 0) som gjor dette sant.
Det viser del a). Likningen har ingen reelle lgsninger.
Det er derimot noen komplekse lgsninger.

a+b/2 = +/3ib/2
Sa vi har
a =b(—1+3i)/2 = be™*/3,

Siden a, b og a + b ma veere ulik null er lgsningene alle par av tall z og ze™/? hvor
z er ulik 0. Med andre ord lgsningen er (a,b) = (2e2™/3, 2) og (a,b) = (ze~2™/3, 2) for

z #0.



